1-2. Dwumian Newtona.

Szanowni Paristwo, ponizej znajda Panstwo podstawowe informacje dotyczgce dwumianu
Newtona.

1. Symbol Newtona. Przypomnijmy, ze dla n € N
n=1-2-3-...-n.

Ponadto przyjmuje sie konwencje, ze
0l'=1.

Dla k,n € NU {0}, gdzie k < n definiujemy symbol Newtona jako

(1) = mo

Wyrazenie (k) czytamy jako “n po k” i jest to liczba mozliwosci wyboru k elementéow ze
zbioru n elementow.
Przyktadowo, jesli ze zbioru siedmiu znajomych mamy wybraé trzy osoby, to mozemy to

zrobi¢ na - . 6.5
()— =T =7.5=35

3/ 3.4 2.3

sposobow.

2. Notacja sumacyjna. Notacja sumacyjna stuzy skrétowemu zapisowi sumy wyrazow
ciggu. Niech (ay) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Suma n poczatkowych wyrazéw tego
ciagu to

Zak:al—i—ag—&—ag—i—...—I—an,l—i—an.
k=1

Gdy sumowanie zaczniemy nie od a1, ale od pewnego wyrazu a,,, to otrzymarmy
n
Z af = Qm + Q41 + Cmi2 + ..+ Ap—1 + Op.
k=m
Suma n poczatkowych parzystych wyrazéw to

n
E o = a9 + a4 + ...+ aop.
k=1

Suma n poczatkowych nieparzystych wyrazéw to

n
E agk—1 =01 +azg+...+ap—1.
k=1

Ta ostatnig sume mozna tez zapisaé¢ jako

n—1

E a2k+1 =01 +az+ ...+ ap—1.
k=0

Warto tez dodaé, ze sumowanie jest tzw. operacja liniowa, to znaczy
n n
E C-ap =2=¢ E Q.
k=m k=m

(gdzie c jest liczba rzeczywista) oraz

n

Z(ak+bk)= Zak+ Zbk-
k=m k=m

k=m



3. Dwumian Newtona. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b oraz n € N mamy
nastepujacy wzor (zwany dwumianem Newtona)

(a+b)" = kz_o (Z) akork,

n __ n n n n—1 n 21n—2 n n—1 n n
(a+0) —(O>b +<1)ab +<2>ab +...+<n_1>a b—f—(n)a.

Warto zaznaczy¢, ze ze wzgledu na przemienno$é dodawania alternatywna wersja tego wzoru

czyli

to "
(a+b)" = Z (Z) a™ ko,
k=0
czyli
n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) —(0>a —|—<1)a b+(2>a b —l—...—!—(n_l)ab —|—<n>b.
Dla poczatkowych wartoéci n powyzszy wzoér przyjmuje postac
(a+b)!' =a+b,
(a+b)?* = a® + 2ab + b2,
(a+b) = a® + 3a®b + 3ab® + b°,
(a+b)* = a* + 4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*.
Dwumian Newtona pozwala tez otrzymaé wzor na potege réznicy a i b:
n n — (n n— S ny -
(@a=b)"=(a+(-b)"=>_ (k>a F=b)k =D (-1)F (k)a kb,
k=0 k=0
Dla poczatkowych warto$ci n powyzszy wzoér przyjmuje postac
(a—b)=a—b,
(a —b)? = a® — 2ab + b,
(a —b)® = a® — 3a%b + 3ab® — b°,
(a —b)* = a* — 4a®b + 6a*b* — 4ab® + b*.
4. Wlasnosci symbolu Newtona. Podstawowe wzory, ktére warto znaé, to
(6)-*
0
(1)
= ’n,’
1
n\ n
k) \n-k)’
bo

<Z> B k!(nni B (n—k)! (nn!— (n—k)! (n . k;>

Wazny jest réwniez nastepujacy wzor

dzieki ktéremu mozemy obliczaé¢ symbol Newtona korzystajac z tzw. tréjkata Pascala.



Ponadto warto zauwazy¢, ze

n n n—1
1 .
(k:)<(k+1) dla k< —

W istocie, przeksztalcajac powyzsza nieréwnosé otrzymujemy, ze

(Z) = (kzil)

Kn—k)! = (k+ Di(n— k1)
k+1<n—k

n—1
2
Powyzsze obliczenia pozwalaja tez wywnioskowaé, ze

n n n—1
= 1 =
(k) <k+1) dlak =5,

co moze zajé¢ tylko gdy n jest nieparzyste.

k<

5. Przyklady.
Przyklad 1. Oblicz

> (3)

Korzystajac z dwumianu Newtona otrzymujemy, ze

n

2 @ B kz:; (Z>1k A= (=2

k=0

Przyklad 2. Oblicz
n n A
> ( k)2 :
k=0

Korzystajac z dwumianu Newtona otrzymujemy, ze

kzn:_o (Z)Qk - Xn: (Z)Qk AR = (241" =3"

k=0



