
1-2. Dwumian Newtona.

Szanowni Pa«stwo, poni»ej znajd¡ Pa«stwo podstawowe informacje dotycz¡ce dwumianu
Newtona.

1. Symbol Newtona. Przypomnijmy, »e dla n ∈ N

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.

Ponadto przyjmuje si¦ konwencj¦, »e
0! = 1.

Dla k, n ∈ N ∪ {0}, gdzie k ≤ n de�niujemy symbol Newtona jako(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Wyra»enie
(
n
k

)
czytamy jako �n po k� i jest to liczba mo»liwo±ci wyboru k elementów ze

zbioru n elementów.
Przykªadowo, je±li ze zbioru siedmiu znajomych mamy wybra¢ trzy osoby, to mo»emy to

zrobi¢ na (
7

3

)
=

7!

3! · 4!
=

7 · 6 · 5
2 · 3

= 7 · 5 = 35

sposobów.

2. Notacja sumacyjna. Notacja sumacyjna sªu»y skrótowemu zapisowi sumy wyrazów
ci¡gu. Niech (ak) b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych. Suma n pocz¡tkowych wyrazów tego
ci¡gu to

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + . . .+ an−1 + an.

Gdy sumowanie zaczniemy nie od a1, ale od pewnego wyrazu am, to otrzymamy

n∑
k=m

ak = am + am+1 + am+2 + . . .+ an−1 + an.

Suma n pocz¡tkowych parzystych wyrazów to

n∑
k=1

a2k = a2 + a4 + . . .+ a2n.

Suma n pocz¡tkowych nieparzystych wyrazów to

n∑
k=1

a2k−1 = a1 + a3 + . . .+ a2n−1.

T¡ ostatni¡ sum¦ mo»na te» zapisa¢ jako

n−1∑
k=0

a2k+1 = a1 + a3 + . . .+ a2n−1.

Warto te» doda¢, »e sumowanie jest tzw. operacj¡ liniow¡, to znaczy

n∑
k=m

c · ak = c

n∑
k=m

ak

(gdzie c jest liczb¡ rzeczywist¡) oraz

n∑
k=m

(ak + bk) =

n∑
k=m

ak +

n∑
k=m

bk.
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3. Dwumian Newtona. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b oraz n ∈ N mamy
nast¦pujacy wzór (zwany dwumianem Newtona)

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k,

czyli

(a+ b)n =

(
n

0

)
bn +

(
n

1

)
abn−1 +

(
n

2

)
a2bn−2 + . . .+

(
n

n− 1

)
an−1b+

(
n

n

)
an.

Warto zaznaczy¢, »e ze wzgl¦du na przemienno±¢ dodawania alternatywna wersja tego wzoru
to

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk,

czyli

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + . . .+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn.

Dla pocz¡tkowych warto±ci n powy»szy wzór przyjmuje posta¢

(a+ b)1 = a+ b,

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3,

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4.

Dwumian Newtona pozwala te» otrzyma¢ wzór na pot¦g¦ ró»nicy a i b:

(a− b)n = (a+ (−b))n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−k(−b)k =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
an−kbk.

Dla pocz¡tkowych warto±ci n powy»szy wzór przyjmuje posta¢

(a− b)1 = a− b,

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2,

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3,

(a− b)4 = a4 − 4a3b+ 6a2b2 − 4ab3 + b4.

4. Wªasno±ci symbolu Newtona. Podstawowe wzory, które warto zna¢, to(
n

0

)
= 1,

(
n

1

)
= n,

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
,

bo (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n!

(n− k)! (n− (n− k))!
=

(
n

n− k

)
.

Wa»ny jest równie» nast¦pujacy wzór(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
,

dzi¦ki któremu mo»emy oblicza¢ symbol Newtona korzystaj¡c z tzw. trójk¡ta Pascala.
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(
0

0

)
= 1(

1

0

)
= 1

(
1

1

)
= 1(

2

0

)
= 1

(
2

1

)
= 2

(
2

2

)
= 1(

3

0

)
= 1

(
3

1

)
= 3

(
3

2

)
= 3

(
3

3

)
= 1(

4

0

)
= 1

(
4

1

)
= 4

(
4

2

)
= 6

(
4

3

)
= 4

(
4

4

)
= 1(

5

0

)
= 1

(
5

1

)
= 5

(
5

2

)
= 10

(
5

3

)
= 10

(
5

4

)
= 5

(
5

5

)
= 1

itd.

Ponadto warto zauwa»y¢, »e(
n

k

)
<

(
n

k + 1

)
dla k <

n− 1

2
.

W istocie, przeksztaªcaj¡c powy»sz¡ nierówno±¢ otrzymujemy, »e(
n

k

)
<

(
n

k + 1

)
n!

k!(n− k)!
<

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!

k + 1 < n− k

k <
n− 1

2
.

Powy»sze obliczenia pozwalaj¡ te» wywnioskowa¢, »e(
n

k

)
=

(
n

k + 1

)
dla k =

n− 1

2
,

co mo»e zaj±¢ tylko gdy n jest nieparzyste.

5. Przykªady.

Przykªad 1. Oblicz
n∑

k=0

(
n

k

)
.

Korzystaj¡c z dwumianu Newtona otrzymujemy, »e

n∑
k=0

(
n

k

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1k · 1n−k = (1 + 1)n = 2n.

Przykªad 2. Oblicz
n∑

k=0

(
n

k

)
2k.

Korzystaj¡c z dwumianu Newtona otrzymujemy, »e

n∑
k=0

(
n

k

)
2k =

n∑
k=0

(
n

k

)
2k · 1n−k = (2 + 1)n = 3n.
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