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Abstract. Let X = {X (O, t ) ,  m E fi, t E T) be a random Function 
on (9, a, P) ,  let T be a finite set, and y a probability on T. We a 

assume that the components of X'are P-integrable. We denote by 
.&(pl the set of the random probabilities rn = {mlo), of a] on 
T whose expectation is p. We ppt 

Q ] ( X , A  = sup E[J X ( o ,  FI 40, dtl]. 
ME.sY(fl) T 

In this paper, we extend and study this quantity when T i s  in 
fact a Polish space (Section 1); then we show (Section 2) that if 
X is Gaussian and rather regular, then q ( X ,  p) is rnonotonic in 
terms of the metric d&ned by X (Theorem 2 4 ,  finally (Section 3), 
we majorize (Theorem 3.1) or minorize (3.2) the function q ( X ,  y) in . 
some cases. 

0.1. Soit X = {X ( o ,  t), O E O, t E T )  une fonction aléatoire (f.a.) d'espace 
d'épreuves (9, d,  P) sur un espace polonais (Tl d); soit de plus p une proba- 
bilité sur T. Nous supposerons dans la suite X mesurable sur SZ x T et 
(P@p)-intégrable. Nous notons A ( p )  l'ensemble des familles d-mesurables 
m = {m(w,  dt ) ,  o E lR) de probabilités sur T dont l'intégrale relativement 
à P est la mesure p: . . 

(1) S m ( w , d t ) d ~ ( ~ ) = p ( d t ) .  . .  
---- S) 

0.2. Pour fixer les idées, supposons que y ait un support fini; dans ces 
conditions, pour tout élément m de d ( p ) ,  l'application 

(2) w + j X(o,  t)rn(w, d l )  
T 

est une v.a. usuelIe intégrable que nous notons' j Xdm; nous posons alors 

et nous nous proposons d'étudier les variations de cp. 
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0.3. Si p n'a pas un support fini, nous devons prendre quelques 
précautions 

(a) Si pour tout élément rn de A% (p) la probabilité P (w : X (a) $fi (m(w)) )  
est nulle, alors l'application (2) définie P-P.S. est une v.a. que nous notons 
5 Xdm; si, de plus, pour tout élément m de M ( p ) ,  cette v.a. est P-intégrable, 
nous associons à X le nombre cp (X, p) fini ou non, défini par (3). 

(b) Si l'une des conditions (a) n'est pas réalisée, nous associons à X 
le nombre p(X,p)  = f m. 

Nous nous proposons d'étudier les variations de cp. 

'0.4. Comme i'indique le titre, nous un intérêt particulier au 
cas où X est gaussien: dans ce cas, la fonctionnelle {X + cp(X,p)) 
apparaitra-comme aussi maniable que (X + E sup X) . Elle pemettra d'évaluer 

T 

la taille de certaines f.a. gaussiennes trop grandes pour être mesurkes 
à partir de cette seconde fonctionnelle, par exemple certaines -f.a. gaussiennes 
à covariance non bornée. 

O.S. Malgré l'alternative exposée en 0.3, sous d'autres aspects le cas simple 
est celui où p est portée par une partie dénombrable (ou finie) de T. 
Notons en effet, dans ce cas, ,$Tl la sous-tribu de d engendree par la 
restriction de X à 'Io; soit m un élément de A@); la propriété (1) 
montre que i'espérance conditionnelle bien définie E (rn 19) est encore un 
élément m' de &(p) vérifiant E SXdm' = E j  Xdm. De plus, le couple 
(X,mf) sur B étant 3-mesurable à une image canonique (8, ni) sur 
( R T ~ , w ( R ~ ~ ) , P ~  ' ) , o n a E j ~ d m  = EjRdni;ceciprouverp(X,p) < cp(X,p); 

To 
l'inégalité inverse est facile et nous pouvons énoncer 

PROPOSITION 0.5. Si p est portée par une partie Jinie ou dénombrable de 
T, cp(X, p) est dgterminé par la loi temporelle de X .  

0.6. La situation peut être différente si p n'est pas portée par une partie 
dénombrable' de T. En effet, dans ce cas, on constate que la loi d'un 
couple ( X ,  m) ne détermine pas celle de la v.a. j Xdm. L'exemple suivant 
montre la difficulté. 

- 

L'espace d'épreuves (P, d, P) est l'intervalle [O, 11 muni de sa tribu 
usuelle et de la mesure de Lebesgue; nous choisissons une v.a. intégrable 
et positive f et une v.a. gaussienne centrée et réduite A; T est aussi 
l'intervalle [O, 11. Nous définissons la f.a. (gaussienne) X en posant 

nous choisissons pour la mesure p sur T la mesure de Lebesgue. On a alors 
immédiatement 



Par contre, la v.a. X', définie par X'lo, t) = A(w), a la même loi 
temporelle que X et on a cp (XI, p) = 0. 

On voit bien ici que dans le cas ou p n'est pas portée par une partie 
dénombrable de T, nous devrons prévoir des conditions de régularité pour 
X si nous voulons que q(X, p) soit fixé par la loi temporelle de X (cf. 1.3). 

0.19. Dans plusieurs articles précédents, nous avons défini une notion 
voisine de la manière suivante: nous notons t ( p )  l'ensemble des applications 
mesurables r de (a, d) dans (T, d) de loi p: - - 

supposons là encore pour simplifier que p ait un support fini; pour tout 
élément a de a(p)., I'appiication o 4 X (w, z(o)) est alors une v.a. intégrable 
notée X(a). Nous posons 

e(x, pl = S U ~ E X ( I ) .  
IE~(CL) 

On vérifie immédiatement, par (4), que pour tout élément z de a@) la 
probabiiité aléatoire S,(,)(dt) est un élément de A&) si bien que 0 est 
majoré par p .  Réciproquement, pour tout élément rn de A (p) ,  il existe, 
par les propriétés classiques de désintégration, sur fi' = (62 x [O, 11, PBdx)  
une application mesurable 1' à valeurs dans T telle que S,),,,,,dx = m(w).  
On aura donc û(X1, p) = (P (X, p), où X' est la f.a. sur SZ' de même 
loi que X déh ie  par X' ((o, x), t )  = 2 (w , t ) .  

L'exemple suivant montre que même dans l e  cas simple où p est portée 
par un ensemble. fini, la valeur de O(X, f i )  peut effectivement dépendre de 
l'espace d'épreuves : (Sa, P) est un ensemble à deux éléments (o, ,a,) et 
P y est équirépartie. T est aussi un ensemble à deux éléments {t, , t,) et la 
probabilité p n'y est pas équirépartie. Dans ces conditions, i(p) est vide, 
alors que A@) ne l'est pas. 

1. VERSIONS DE X ET VALEURS DE cp. VARIATIONS DE cp EN FONCTION DE p 

1.0. Soient X une f.a. sur un espace polonais T et p une probabilité sur T; 
nous avons montré ci-dessus que si p n'est pas à support dénombrable, 
(P (X, p), sauf hypothèses de régularité, n'est pas déterminé par la loi 
temporelle de X. Dans l'exemple 0.6, ii peut être rendu arbitrairement grand. 
Dans cette section, nous cherchons des minorations de q(X,  p) déterminées 
par la loi temporelle de X et des liaisons entre p(X, p) et Ies valeurs 
de q (X, p') où p1 à support h i  est proche de p. 

1.1. Nous notons Y = { s k ,  k~ Cl, KI} , une partition h i e  et mesurable de 
T, nous supposons que les éléments de Y ne sont pas p-négligeables; nous 
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lui associons l'espace produit 
K 

0iY-n~~ 
1 

sur lequel nous formons la probabilité produit 

à tout élément u de--%, nous associons la probabilité p, sur T définie par 

Nous montrerons qu'on peut choisir u de sorte que cp (X, pu) soit inférieur 
ou égal a y (X , p). L'idée de la preuve est simple : elle constate que 
q ( X ,  .) est concave et qu'on a donc, à la régularité des choses près, 

- J ~ ! ~ , P ~ U , ) M ~ ~ ~ ) < , < ( ~ , J P ~ M ~ ~ ~ ~ ) = P I X , P ) .  - 

Par ailleurs, à la partition Y nous associons aussi le vecteur aleatoire 
X ,  sur l'ensemble fini [ l ,  K ]  et la probabilité py sur le même ensemble 
définis par 

1 
(5) t Jk~[ l ,Kl ,X.Yfk)  = - j X d ~ i  &(k) = ~(sk ) .  

('k) Sk 

PROPOSITION 1.1. Soit X une f.a. L1 (P)-continue sur un espace polonais 
(T, d). Avec les notations ci-dessus, pour toute partition finie et mesurable 
de T, on a alors 

En particulier, on peut choisir u dans 9 tel que cp (X, p) 2 q(X,  pJ. 

Dé m O n s t r a t i O n. Notons d'abord que les propriétés de régularité de 
permettent de supposer que T est réunion dénombrable de parties compactes. 

Fixons E > O ;  la remarque ci-dessus et la L1 (P)-continuité de X permettent 
de former une partition dénombrable et mesurable d = (aj,.j EN) de 42 
telle que 

K 

V ~ E N ,  V(u, v)€(ajxnj), E 1X(u,)-x(vk)l < ~ / 4 ,  
1 

ce qui implique 



et pour tout élément m de & ( p ) :  
K ' 

E 1 J Xd { E: (sk) (du, - 6.J) 1 G ~ 1 4 .  
1 

Utilisant cette partition, on Peut associer à tout élément u de Q& un 
élément mu de A ( p , )  de sorte que I'appIication { u  4 mu) ne prenne qu'une 
infinité dénombrable de valeurs et soit mesurable et qu'on ait aussi 

.. - 
. . 

La meskabilité de ( u  + Au) permet de construire la famille KI = J M (du); 
c'est un élerneht de et on a, par Ie théorème de Fubini, 

Faisant tendre E vers Zéro, on obtient la première inégalité (6). 
Pour démontrer la seconde inégalité (61, nous fixons E > O et nous 

choisissons un élément my de &(f i9 )  tel que 

17) . ES Xrdmy 2 v ~ X Y ,  f i , / ) - & .  

Pour tout élément u de 42, nous posons 

C'est un élément de &'(pu) et on a . . 

S Y ( X , K ~ ~ M ( ~ )  > 1 [ E J X d m , ] d M ( u ) .  

Ce terme vaut O 

On peut là encore appliquer le théorème de Fubini de sorte qu'on a 
K 

(8) v ( X ,  pu) d M  (4 2 E [z m/ (k) S X (uk) dM (u);] = E 1 Xy, dmy . -- _ . 1 

a 

Le résultat se déduit donc de la comparaison de (7) et (8) en faisant tendre 
E vers zéro. 

1.2. PROPOSITION 1.2. Soit x unef.a. L' (P)-continue sur un espace poIonais 
(T, d);  pour toute probabilité p sur T ,  on peut construire, à partir de la 
seule loi temporelle de X ,  une suite (p,,, n E N )  de probabilités sur T à supports 
finis convergeant étroitement vers p telle que . 
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Dérnonstrat  ion. Elle est imniédiate à partir de la proposition 1.1, 
puisqiie les propriétés classiques d'approximation étroite des probabilités 
permettent de construire une suite (Y,,  EN) de partitions finies et mesurables 
de T telle que pour toute suite de choix (un,  EN) associée, on ait, au 
sens de la convergence étroite, 

lim pwn = p. 
n-rm 

13 .  Versions régulieres. 
Définition. soit X une. f.a. L' (P)-continue sur un espace polonais 

(T, 4; soit de plus p une probabilité sur T. Nous dirons que X est 
p-régulière si 

(10) PJP <P(XY,PY~~) = I P ( ~ , I ~ ) ,  

la borne supérieure portant sur l'ensemble des partitions finies et mesirables 
de (T, d). 

La proposition 1.1 montre qu'une version p-régulière de X donne à cp (., p) 
la plus petite valeur possible. Nous ne savons pas si toute f.a. L1 (P)-continue 
possède une version p-régulière. Nous savons en construire seulement si X 
ne prend que des valeurs positives ou nulles, ou si les trajectoires de X 
possèdent des propriétés de continuité. 

PROPOSITION 1.3. Soit x une fa. LI (PI-continue sur un espace polonais 
(T, d). On suppose que X ne prend que des valeurs positives ou nulies. Pour 
toute probabilité. p sur T, il existe alors une version X de X qui est 
p-régu E ière. 

Démonstrat ion.  L'hypothèse de continuité implique que l'on peut 
construire une suite (Y,, n E N) = ({s;, kE[1, K m ] ) ,   EN) de partitions finies 
et mesurables de T teile qu'en posant 

1 

1 
V ~ E N ,  X, ( t )  = - f Xdp pour t ~ $  et p(sk) > 0, 

P (si) 4 - 

la mesure de Ia partie To de T telle que 

V t ~ q ,  P(1im X,,(t) = X(t)) = 1 
n-r m 

vérifie p(To) = 1. On pose alors 

Vt€To,X(t) = lim infX,(t), Yt$G,X(t) = X(t). 
n-r m 

La formule (11) implique que ;Y est une version de X. Par ailleurs, 
pour tout élément m de &(pl on a, en appliquant le lemme de Fatou, 

E 1 Xdm < n + c c  1im inf E 1 X, dm < ~ I ( X . ~ ~ ,  pVn), 



et donc 

rp(X9 PI < sup vIXip, pi.); 

l'inégalité inverse résulte de la proposition 1.1; le résultat est établi. 

TA. La suite de cette section est consacrée à la démonstration du 
théorème suivant: 

THÉORÈME 1.4. Soit X une $a. ayant p.s. ses trajectoires continues sur 
un *espace polonais (T, 4. On suppose 

Dans ces conditions, toute version X'  séparable de X est p-rjgulière pour 
toute problabilité sur T; qn a alors rp ( X f ,  p) = cp ( X ,  p) .  De plus, pour toute 
suite (p,;  EN) de probabilités convergeant étroitement vers p, on a 

. . "  

La démonstration du théor2me se fera en trois étapes: 
' 

(a) nous démontrerons d'abord I'inégalité 

(b).nous en déduirons ensuite que pour toute version séparable X' de X 
on a rp ( X f ,  PI = V I X ,  CL);  

(c) ce dernier résultat nous permettra d'achever la démonstration. 

1.5. Première étape. Elle utilise le lemme suivant: 
LEMME 1.5. Soient (8, d ,  P) un espace d'épreuves, (T, d)  un espace polonais, 

p une probabilité sur T et m = ( m  (w), o E 8) une famille &-niesurable de 
probabilités sur T ayant pour intégrale. Soit de plus p' une probabilité 
sur T dont ta distance de Prohorov 6 ( p ,  p') soit inférieure à E .  Dans ces 
conditions, il existe une famille M = { M  (w), o E Q) d-rnesurable de probabilités 
sur T X  T telle que I 

(i) pour tout WEQ, la première marge de M(w) est m(w),  
(ii) l'intégrale par rapport à P de la seconde marge de M est p', 

(iii) j ~ ( o ) { ( t ,  ~ ' ) E T X  T d ( t ,  t') > ~}dP(w) < E .  

El émen t s  de  preuve. On construit facilement M.en utilisant les lemmes 
de mariage classique si p ou pf sont à support fini. On en déduit ia 
construction générale en intercalant entre p et p' une probabilité à support 
fini. 

Nous démontrons maintenant I'inégalité (12a). Soient h un nombre positif 
et m une famille d-mesurable de probabilités sur T telle que 



Les trajectoires de X étant P.S. continues, sup 1x1 étant intégrable, il existe 
E > O tel que T 

(14) E sup (X (t) - X (tl)l < h/4, 
d(t , r ' )<e 

(15) f gLrn (Pl7 I f  1 S 1 , [  I f 1  d P  -= e == I f (  sup ( x ( ~ P  < h/8.  
T 

Soient alors p' une probabilité sur T telle que S(p ' ,  p)  soit inférieure 
à E et M la famille associée à ces données par le lemme - 1.5; on a en 

.. - -  utilisant (14) 

E 1 J )X (t) - X (t')) M (dt , dt') < h/4, 
d(t ,i') < E - % - , -  - 

en utilisant-(15) et la conclusion (iii) du lemme k.5 

E f j ' lx@)-X (t)l  di, dt') 4 2E [ M  ( d ( t ,  f ' )  > E )  su i  1x11 i h/4. 
d(1,t ')  F & T 

On en déduit, en utilisant (13), 

q (X, p') 3 E j j X ( t ' ) M ( d t ,  dt') 2 E j ~ d m - E  j j lx@)-X(tf)l Ad(&, dt ' ) ,  
I 

cp(X, PI) 3 q(X3PI -h .  

Ceci prouve le résultat annoncé. 
. 

, 1.6. Deuxième étape. Elle résulte de la première étape et de la proposi- 
tion 1.2. cette proposition permet de construire, à partir de la seule loi 
temporelle de X qui est aussi celle de X', une suite (p,,  EN) de 
a support fini convergeant vers p telle que 

La première étape prouve les inégalités inverses, d'où le résultat. 

.. 1.7. Troisième étape. Soit (p,,  EN) une suite de probabilités convergeant 
étroitement vers p; pour tout n~ N, notons m,, un e:,:inent de A%! (H) tel 
que 

. I ' .  

-- - -  > .  - ,EJXdm, 2 q(X,&)-l/n; 

notons aussi Zn la v.a. à valeurs dans l'espace (%(T), ~"(7')) définie par 
Z ,  = (X, m,). Puisque (p,,  EN) converge étroitement, elle véri£ie les conditions 
de Prohorov. il existe donc une suite (K, ,  J E N )  de compacts dans T telle que 

Vn€N, z 2 j p n ( T \ K j )  < 1. 
j 

Ceci s'écrit . . 
  ne^, E z ~ ~ , , ( T \ K , )  6 1 ,  

i .  . < 
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Or l'ensemble K ,  des probabilités a sur T vérifiant 

est une partie compacte de & + l  (T), puisqu'elle est fermée et vérifie les 
- .  

conditions de Prohorov. On a donc 
-. . , . 

ce qui signifie que les lois des ira, forment un ensemble étroitement reIative- 
ment compact dans At '  (&+l,(T)). 11 en résulte que les lois des 2, sont aussi 
étroitement relativement compactes; on peut en extraire une suite partielle 
convergeant en loi vers une variable aléatoire Z = (Y, h}. On vkrifie par 
continuité que Y a la loi de X, que h est un élément de &(pl et en 
utilisant l'intégrabilité de sup 1x1 et le résultat de la deuxième étape: 

T 
. - 

rp (X ,p )=cp (Y ,p )>EJYdha  l i m i n f E j ~ d m , .  ' ~ 

n-c m 

La construction de la suitc (mm, ne N) implique alors l'inégalité (l2a). On 
en déduit, par extraction de suites convenables, 

uow, il >, l/m sup <p(X,  $1, 
fl +I l  

ce qui, joint au résultat 'de la première étape, prouve (12). Le théorème 
est prouvé. . ,  

2. LE CAS GAUSSIEN, VARIATIQNS DE <p EN FONCTION DE X 

2.0. Dans toute la suite, nous associerons à toute f.a. gaussienne centrée 
X sur-un -ensemble T les notations usuelles suivantes. 

Pour tout coupIe (s, t) d'éléments de T, d: (s, t) désigne E [X (s) - X (t)12 
et y, (s , t) est E [X  (s) X (t)] ; pour fout élément t de T, a, (t) désigne 

,,/m = ,,/'m. Nous omettrons tous les' indices inférieurs notés . . 
X s'il n'y a pas d'ambiguité. . . - 

Si pour étudier la taille d'une Ka. gaussienne centrée X sur un enskmble 
T on utilise la fonctionnelle E sup X, alors I'outil essentiel est la propriété 

T , . 

de monotonie de cette fonctionnelle. 
Les fonctionnelles q ( X ,  p) ont une propriété de monotonie semblable. 



2.1. THÉORÈME 2.1. Soient X et Y deux $a. qaussiennes :.entrées continues , 
en probabilité sur un espace polonais (T,d);  soit de pltas p une probabilité 
sur T. On suppose que pour tout couple (s, t )  d'éléments de T on a 

(1 6) dx (S 3 t )  < d y  [s? t )  - 
On a alors aussi, pour toute partition finie Y de T, 

Il existe de plus -une suite (p, ,. n E N) de probabiiit és conuer&ant étroitemint 
vers p telle que 

(18) lim sup cp (X, PA) G rp (Y' PI. . -.- n+m 

Enfin, si X est p-régulière, on a 

Nous démontrerons ce theoreme en deux étapes. Le cas simple est celui 
où T est un ensemble fini; dans ce cas, X est évidemment yrégulière et 
on peut lui appliquer le théorème 1.4 de sorte qu'on aura prouvé le théo- 
rème 2.1 dans 'ce premier cas, si sous les hypotheses indiquées, on établit 
l'inégalité (1 9). 

23. Nous cornmenFons par quelques lemmes analysant l'action de A(p )  
sur X ,  quand Test fini et X a une covariance ipversible. 

2.2.1, LEMME 2.2.1. Nous supposons que T est fini, X a une covariance 
inversible et E'espace d'épreuves est (RT, B(RT), P,); alors l'application 
lm-+  ES Xdm) de A(p)  dans R atteint son maximum en un élément P.S. 

unique de la fome  4, où 1 est un élément de th). On a donc en particulier 
dans ce cas O (X , p} = cp ( X  , p) . 

Démonstrat ion.  (a) Prouvons d'abord l'existence d'un élément maximal. 
Si on associe à tout élément m de A ( p )  la v.a. Z(m) = {(X(t),  ET), 
(m( t ) ,  t~ T ) )  à valeurs dans l'espace polonais R2=, on vérifié [comme en 1.7) I 

que l'ensemble des lois des Z ( m ) ,  m ~ & ( p ) ,  est étroitement compact. Soit 
donc (%, n E N )  une suite d'éléments de A @) telle que E Xdm, converge 
vers q ( X ,  p); on peut en extraire une suite partielle suivsnt laquelle les 
Z(%) convergent en loi vers Z = {Y, h). On vérifie que Y a la loi de 
X ,  que k appartient à A(p)  et que E Ydh = rp (X, p).  La version ho = ho (Y) 
de l'espérance E {hl Y) a les mêmes propriétés. La copie 6 de ho dans 
.(lZT, B ( R 3 ,  px) est alors l'élément maximal cherché. 

(b) Nous prouvons maintenant que tout élément maximal est P.S. de la 
forme 6,. Ordonnons les éléments de T sous la forme [1, n] et notons 
BA- la tribu engendrée par (X,, k~ Cl, n'- 11); soit m un élément maximal. 
La loi de X ayant une densité continue puisque sa covariance est inversible, 
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nous pouvons calculer une fonction an-,-mesurable M telle que 

Nous définissons alors une v.a. g à valeurs dans RT en posant 

.. - 
g(nj = I[x,>M}. 

Les propriétés du conditionnement montrent iattention aux dénomina- 
teurs!) que g appartient a' &(p) et que .- 

E j Xdg = E 1 Xdm; 
z#n t # n  

la maximalité de m implique donc . 

I Pourtant la formule (20) montre qu'on a 

les deux facteurs du dernier terme ont les mêmes signes, 1e premier est 
P.S. non nul de sorte que l'inégalité (21) exige: m,, = i{Xn>Ml P.S. En permutant 
les indices, on en déduit le résultat (b). 

(c) L'unicité presque sûre de l'élément maximal résulte de (b) puisque 
l'en-mble convexe des éléments maximaux doit se réduire à ses éléments 
extrémaux. 

22.2. Le lemme 2.2.1 permet,' dans la situation indiquée,_ d'associèr à 
X et p une application tx =. (rx(w), w E P} de RT dans T définie P.S. par 

iX(m) = t e  m(w, {t}) = 1; 

in étant l'élément maximal de &(pl. 
1 

Nous étudions maintenant les propriétés de r,, en utilisant un schéma 
proche de l'étude ([l], p. 23-25) donnée précédemment .dans une situation 
plus simple. 

Nous supposons que le vecteur gaussien centré X = (XI, . . ., X,) est 
construit de la f a ~ o n  suivante : A = (A, ,  . . . , &) est un vecteur gaussien de 
loi M(0,  l)", A est une matrice inversible n x n et X est égal à AA; nous 
notons r = AA* sa covariance et G la matrice inverse; nous utiliserons 
la notation i, au lieu de 1,. Pour tout couple (s, t) d'éléments de T = [l , n] , 
nous posons 
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LEMME 2.2.2. La matrice K A  est symétrique, ses éléments non diagonaux 
sont négatifs, la somme des clt!ments de chucune de ses lignes est nulle. De plus, 
gour toute (n x n) - rnaLrice 3, on a 

(23) E ( B J ~ ) , A  =. E [(BA), I g A  .,J = Tr (A* KB); 
t 

en particulier 

(24) rp (X , p) = Tr (AC KA).  

. Dé m o n s t r a t i on. (a) La formule (23) résulte immaiatement de ' la 
définition (22);  la formule (24) se déduit alors des définitions de cp et 1 , .  

La somme des éléments de la ligne de rang s de K A  vaut, par définition 
de K A ,  E(GX), qui est nulle puisque X est centré. 

(b) Nous montrons maintenant la symétrie de K A .  Soit U une (n x n}- 
-matrice orthogonale de sorte que AUA a la même loi que X; la définition 
de i ,  et le théorème 1.4 montrent donc que 

(25) O < E (An), ,  - E ( A U I ~ ) , ~  = Tr (A* K A  A (1- U ) ) .  

Choisissons U diagonale en dehors des lignes s, t et posons, pour tout a ,  

 COSU, CO SU, u s =  -uts=sinor. 

Posons J = A* K A  A; la relation (25) s'écrit , - 

& E R ,  (1 -cos a)(j,,+j,,)+sin cl&,-j,) 2 0. ' 

Ceci impose la nullité de j,,-j,,: 3 est symétrique, K A  l'est aussi. 
(c) Pour établir le signe des éléments non diagonaux, il suffit d'étudier 

celui de K A ( n ,  n - 1 ) .  Nous utilisons pour cela la fonction M et 'la v.a. 
g(n- 1) définie en 2.2.1, (b), formule (20). Nous obtenons, tenant compte 
de l'unicité de l'élément maximal, 

A 

' ( i A = n - ~ }  = g(n-')  = ' { X ~ S M ) . ~ ,  

où M et C sont (XI, . . ., X,- ,) - mesurables, C est positif ou nul. On 
a alors, en choisissant l'ordre des intégrations, - - - 

 KA(^, n- 1) = E C(GX)n-IILA=n- 1~1 . . 

- 
g(x)=x*Gx,  g ( x , =  -CO)= +a , C(x1, . . . ,  x.-l) S O .  

En intégrant sous cette forme, on obtient 
' 

Ce dernier membre est bien négatif; le lemme est établi. 
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2.23. Soit (U + A @ ) )  une application différentiable de [O, l j  dans 
l'ensemble des (n x n) - matrices inversibles. Nous définissons une fonction f 
sur [O, 11 en posant -- 

Nous étudions les variations de f; pour simplifier, nous noterons i(uj 
à la place de rAl , , .  

LEMME 2.2.3. Supposons que, pour tout couple ( s ,  t) d'éléments de Cl, n] -- 
dzTérents, on ait .. - 

Dans cas coiditions, la fonction f est non décroissante. 
Démonstrat ion.  (a) Notons d'abord que f est continue. En effet, pour 

tout couple {u ,  v )  d'éléments de [O, 1 1  et pour tout élément rn de 4 ( f i ) ,  
on a 

et donc, en particulier, 

(28) f Cu) -f (4 G E [ (A  Cu) - A (Y ) )  A],,, 

ce qui implique, par permutation, 

la continuité de f résulte donc de la continuité de A. 

(b) Pour prouver le lemme, il suffit donc, utilisant un lemme des accrois- 
sements finis adapté, de prouver qu'en tout point de [O, l ]  les  deux 
demi-dérivées inférieures, à gauche ou à droite de f, hont positives ou nulles. 
Soit donc (u, Y )  un couple sur [ O ,  11 avec u 5 v ;  l'inégalité (28) fournit 

_ 
/ ( V I  - f  (4 2 ~r (A* (4 KA(, { A  (VI - A  (41) 

Nous développons cette dernière quantité en utilisant le lemme 2.2.2; 
Cf ( v ) - f  (u ) ] / ( v -u)  est minoré par 
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En fixant u sur [O, l[ et en faisant tendre v vers u par valeurs supérieures, 
on obtient 

f (4 -f (4 lim inf 2 O, 
v l  u P.- U 

en tenant compte des signes des KA,,, (s, t)  et des hypothèses (27). 
Le signe de la demi-dérivée inférieure gauche s'obtient de la même 

fa~on  en fixant v et faisant tendre u vers v par valeurs inférieures. 

2.2A. Démonstrat ion du  théorème dans  le cas o ù  T est fini. 
Soient donc X et Y deux vecteurs aléatoires gaussiens centrés sur [l ,  n] 
et p une probabilité sur T. On suppose que X et Y vérsent l'hypothèse (16). 
Les covariances de X et Y sont simultanément diagonalisables dans le sens 
suivant: il existe une matrice régulitre R ,  et deux matrices diagonaIes D, 
et il, telles que 

rx = R (DX12 R* et FI = R R*. 

Pour tout E > O et tout UE[O, 11, définissons la matrice A(u, E) en pasant. 

Fixons s > 0; l'application A = (u  + A(u, E)) est alors une application 
difîérentiable de [O, 11 dans l'ensemble des (n x n)-matrices inversiides vérifiant 
les relations (27) du fait des hypothèses (16). Le lemme 2.2.3 assure alors que 

Soit alors A' un vecteur gaussien normal indépendarit de X et de Y; 
X+ERA' et Y+&RA' ont les mêmes lois que A(0)A et A(1)A; le théo- 
rème 1.4 implique donc 

(P(X+ERA', p)  < q(Y+2ERAf, p). 
Le résultat dans le cas fini s'ensuit en faisant tendre E vers zéro. 

2.25. Démonstrat ion d u  théorème dans  le  cas général. Pour 
démontrer Ie théorème dans. le cas général, nous utilisons le résultat 
particulier précédent et les propositions 1.1 et 1.2 avec leurs notations. Soient 
X et Y deux f.a. gaussiennes centrées continues en probabilité, doncddans 
2 (P) sur un espace polonais (T, d) et vérifiant les inégalités (16); pour toute 
partition finie Y de T et tout élément u de l'espace produit associé, 
on a, en appliquant 2.2.4 dans le support fini de pu, 

~ P ( X , P ~  q(Y, A) 

et donc, en appliquant 1.1 à X et à Y, 
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EYinégalit6 (17) est donc vérifiée. On obtient les relations (18) à partir 
des inkgalités cidessus en suivant le schéma. de la proposition 1.2. Si on 
suppose de plus X g-réguliere, on a alors 

cp(X7~) u) SUPV(X,,!~Y) (P(E:PI.  
9 

C'est le résultat (19) qui est donc établi. Le thèorème est démontré. 

2.3. Dans cette section, nous énonçons et démontrons des corollaires du 
théoréme 2.1. 

23.1. COROLLAIRE 2.3~1--Soient X et Ydeux$a. gaussiennes centrées continues 
en prob'rrbilite sur un espace polonais (Tl 6); soit de plus p une probabilité 
sur T. On suppose que, pour tout couple (s, t) d'éléments de T on a 

. .  . . *  

dx Is ,  t) < d y  (s, t), ax ( S I  < b y  (SI. 
On suppose aussi que X+ est p-r6gulière. On a a b r s  

Dé rn on s t r a t i on. (a) Démontrons d'abord le corollaire en supposant 
que Test fini. Complétons alors T par un élément supplémentaire a et sur 
T = T u  {a) dé.finissons deux f.a. gaussiennes B et 7 prolongeant X et Y 
et nulles en a. Soit m un élément de A@); on a 

où la probabilité m(o, dt) est déh i e  sur T par 

v t ~  T,  fi(^, t)  = m ( u ,  t)~~,(,,t,,o,, ni@, a) = m(o) {t: X ( w ,  t) <. 0). 

Si on note F l'espérance de m, on a donc E j X+ dm < cp (X , p) . Le 
théorème 2.1 étant applicable à X et 7, on a, aussi E j X'dm < rp(F, jï). 
Par ailleurs, la restriction de ji à T étant majorée par p, à tout élément 
m de A@), on peut associer un clément m de MOL) majorant sa restriction 
à T en posant 

On a alors 

Et finalement 

V ( ~ + ,  = sup ~j X+ dm $ S U ~ E  j ~ d n i  g sup E$  dm = c p ( ~ + ' , p ) .  
&(ri) .#(PI .a (PI 

C'est le résultat dans le cas particulier où Test fini: 
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(b) L'extension au cas général s'opere suivant le même schéma qu'en 
2.2.5 puisque X+ est alors supposée yrégulière. 

23.2. COROLLAIRE 2.3.2. Soit X t a .  gaiissienne centrée continue en probabilité 
sur un espace polonais (T, d). Soient de pius p une probabilité sur T et R 
une v.a. de loi N(O, 1). On pose u(t) = cx(t). On a alors 

$ 

rp(A0,PI 6 91(X,p)L), ~ ~ ( A + U , P )  G cpIX+,~l .  

Si de plus 1x1 est p-régulière, on a aussi 

Démonstrat ion.  Comme préoédemment, il suffit de prouver ces inégalités 
lorsq- T.est fini. Les deux premières formules résultent de l'application 
du théoréme 2.1 et du corollaire 2.3.1 aux f.a. gaussiennes Ra et X.  

Prouvons la dernière affirmation. Sur le produit Tx (1, S), nous définissons 
deux vecteurs gaussiens centrés U et V à partir d'un couple (A,, A,) de 
v.a. indépendantes de lois N ( 0 , l )  en posant 

Les coëfficients ont été choisis de sorte que d, soit majoré par d,, 
puisque 

&(t, 1 ;  s, 2) = a2(t)+02(s)+2y(t, s), 
. y(t,s) S b(t)o(s). 

dc(t, 1; s ,2) = 302(t)+302(s)-2y (t, s), 

Soit alors rn E A (p) ; E j 1x1 dm peut s'écrire 
' 

Nous définissons alors une probabilité p sur Tx(1,2)  à partir des 
espérances des coëfficients de U dans ces sommes et nous appliquons le 
théorème 2.1 : 

EjIXIdm G 9(U, i4  G cp(V,d; 

maintenant tout élément f i  de définit, par regroupement sur T, un 
élément m de A (p) et on a donc 

En comparant les deux dernières inégalités, on obtient le résultat. 
Le corollaire ci-dessus montre l'importance pour les évaluations générales 

du calcul de cp (Au, p) et de cp (A+ a ,  p). 

2.3.3. PROPOSITION 2.3.3. Soient T un espace polonais, a une fonction 
continue SUT T à iaburs positives ou nulles et F( une probabilité sur T; on 



suppose j o d p  < cm; soit de plus L une v.a. de loi JV (O, 1). Dans ces conditions, 
La et A+ 0 sont p-régulières et on a 

Démonstrat ion.  (a)^%ons e > O 2 construisons une partition finie 
et mesurable Y = (s,, 1 < j < nj de T telle que 

- V j  < n,(s, ~ ) E S ~ X S ~ S ~  I~(s)-cr(t)l < E ;  1 o d p  < 8.- 

Sn . 

On majore' immédiatement pour tout élément m de A ( p )  Ies différences 

par 28. La régularité de 11' a et de Au en résulte. 
(b) Pour obtenir la première inégalitk, on utilise l'espace d'Orlicz (E, N) I 

associé à P(dw)  et exp(x2) muni de sa norme dyOrlicz. Soit (E', N') son I 

dual; on obtient pour tout dément rn de d ( p ) :  1 
E [lil 1 udm] < N (1) N' ( j udm). 

N(A) est inférieur à 2 et N ' ( j  adm) se majore (111, p. 59) par 

c'est le résultat. 
(c) Démontrons Ia deuxième inégalité. On peut supposer que a sépare ! 

1 Ie support de p; nous posons 

Nous définissons une v.a. 1 = r (w) en posant i 
~ ( 0 )  = t ~t P(t) < boA(w) < sup F(s) ,  1 

4s) > air) I 

de sorte que 1 a pour loi p. On calcule facilement la loi de (1 ,  A) et donc ! 
l'espérance de [a ( l ) R ] .  On obtient i I I 
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On en déduit le r&sultat puisque Vinégalité. de Cebi~ev implique 

Remarque. En utilisant l'espace d'Orlicz associé sur T à p et exp (x2), 
on déduit (Cl], théorème 5.1.2) de la proposition 2.3.3 les formules 

.2A. Bégdariti de fonctions isoléritoires grussienna. Les résultats précédents 
ne donnent pas un champ d'application suffisamment vaste au théorème 2.1. 
Si par exemple p est portée par un ensemble dénombrable, la conclusion (18) 
de ce théori2me semble nécessiter des conditions restrictives de régularité 
pour X; nous montrons maintenant que de telles restrictions sont inutiles. 
Plus génkralement : 

THÉORÈME 2.4. Soit X une $a. gaussienne centrée sur un espace polonais1 
(T, 4; soient de plus p une probabilité sur T et (Ak, ksN) une suite croissantel 

_ de  parties mesurabtes de T. On suppose que jodp est jini et que les 
hypothèses suivantes sont vér$ées: 

(il lim p(AJ = 1, 
k+ m 

(ii) V ~ E N ,  IA,  .X est p-régulière, 
(iii) Vm~Yai * (p ) ,  E j  IxIdm <'a 
Ou 

(iii') Vk EN, IAk.  1x1 est p-régulière. 
l 

Dans ces conditions, X est aussi yrégulière. 
La démonstration de ce théorème utilisera plusieurs lemmes que nous 

énonçons et démontrons maintenant. 

2.4.1. LEMME 2.4.1. Soient X une $a. gaussienne continue en probabilité 
sur un espace polonais (T ,  4, p une probabilité sur T et A une partiel 
mesurable de T. Nous notons 1, . X  la $a. gaussienne sur T définie par 

X ( t )  s i t ~ A ,  
sinon. 

On a alors cp(I ,-X,p)  u) 51 [ c p ( ~ , p ) + I a d p ] .  
Démonstration. Nous supposons que p ( A )  est inférieure à 1 et quel 

y> (X, p) et j odp sont finis. Nous appliquons la proposition 1.1 à la partition, 
formée par A et son complémentaire; évaluant q ( X 9 ,  ~ - p )  à partir de la 
proposition 2.3.3, nous obtenons 
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Par ailleurs, pour tout élément m de A@), le calcul de l'intégrale 
J 1,. Xdw utilise seulement la restriction de m. à A et si l'on pose 

alors 6 est aussi un élément de A ( p )  et on a donc 

Puisque 1 -m(A) est compris entre zéro et un et E[1-m(A)] est égal 
à 1 - p ( A ) ,  un lemme classique majore le dernier terme; on obtient 

Les, formules (30) et (31) donnent alors le resultat. 

2.4.2. LEMME 2.4.2. Soient X une $a. gaussienne centrée continue en 
probabilité sur un espace polonais (T, d) èt p une probabilité sur T. On 
suppose que q(X,  p) est $ni. On a alors 

I 
Iim sup JLO - J odp = O .  
E+O ~ ( A ) < E  ~ ( ~ 1  A 

Démonstrat ion.  Des hypothèses, il .résulte '(proposition 2.3.3) que o 
appartient au dual de l'espace dYOrlicz associé sur T à p et à exp (x2); 
la conclusion traduit alors une propriété générale de cet espace. Détaillons 
en notant pour tout entier k: A, = A n {O < k )  et Bk = A n {o  > k). On a 

le dernier membre tend vers zéro quand k tend vers l'infini. Fixons E > O 
et choisissons k de sorte N'(al,,) soit inférieur à 4 2 .  Maintenant, on 
a aussi 

N' (al,,) < kN' ( IA}  < kp (A) ln 1 +- J ( A). 
Choisissons donc q > O de sorte que 

O <  t < q a t  In I f -  <-; J ( :) ;k 
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on aura alors 

c'est le résultat. 

2.43. LEMME 2.4.3. Soit X uneCa. gaussienne cantrge sur un espace polonais 
(T, d); soient de plus p une probabilité sur T et (A,, k E N )  une suite croissante 

, de parties mesurables de T. On suppose' uirifiées lès hypothèses (i) et (iii) du 
I 

- 1  théorème 2.4. On Qiors 
, . i  

lim cp(IAk.X, Pl = PW, 
k+ m 

. - 
Dé m O n s t r a t i O n. L'inégalité (3 1) implique 

' +  

Otilisant, si q ( X ,  p) est fini, l'hypothèse (i) et le lemme 2.4.2, on en 
I déduit 

(32) lim sup rp(],,.X, PI L) v w ,  y). 
k + m  

Inversement, pour tout élément m de A ( p ) ,  on a 

Les hypothèses (i) et (iii) impliquent que le dernier terme tend vers zéro 
quand k tend vers l'infini, on a donc 

(33) q(X,p )  < s u p ~ j ~ d m  d lim infcp(IA,-X,p). 
4~) k-+ m 

Les inégalitds (32) et (33) impliquent le résultat. 

2.4.4. Démonstrat ion d u  théorème 2.4. (a) Montrons d'abord que si 
cp(Aa, p) est infini, alors X est régulier. En effet, utilisant le dual (E', N') 
de l'espace d'orlicz associé ii p et à exp (x2), la proposition 2.3.3 implique 
que, pour tout M > O, il existe une partie compacte K de T telle que 
N'(FI,)  > M. Fixons E > O, il existe une partition finie et mesurable 
Y = { s j ,  1 < j < n + l j  de T telle que 

On constate alors que 30 [cp (X, , p9) + 1 odp] 2 M - s. Ceci montre que 
sup cp (X,, py) n'est pas fini, X est donc régulier. 



(b) Dans les conditions du théorème, supposons les hypothtses (i), (ii) 
et (iii) vérifiées et p(Aa, p) h i .  Le lemme 2.4.2 implique alors 

iim Jin 1 '  j odp = 0 .  
k+ m l - p I A k )  T\Ak 

Fixons E > O; la relation (34) et le lemme 2.4.3 montrent qu'il existe un 
entier k, tel que 

. - 
II existe aussi' (hypothese (ii)) une partition finie et mesurable Y de T 

tell que 

Y . xb . ~ly) a <P (lAk0 - x , P)- &/3 ; 

comme le premier membre de $ette inégalité est une fonction croissante de 
Y,  on peut supposer que Y contient une partition du complémentaire de 
A,, et même, puisque ( I ,  .X) est constant dans ce cbmplémentaire, que 

k o  
c'est un élément de iP de sorte que (1, . Xj, et (x), ne différent que du 

k a  
seul terme correspondant. On a alors 

En regroupant ces inégalités, on obtient cp (X, p) < q (X, , pv) + E ,  X est 
donc régulier. ' 

(c} Dans les conditions du théorème, si les hypothèses (i), (ii) et (iii') sont 
vérifiées, le corollaire 2.3.2 et la proposition 2.3.3 permettent d'écrire 

vk 'N, r ( '~k . lXIY~)  3300 [ v ( ' A ~ ' ~ , P ) +  jbdA. 
On en déduit que si sup cp(IAk.X, p) est fini, l'hypothèse (iii) est vérifiée 

k  - .  

de sorte que (b) montre que X est régulier. Si, au contraire, sup cp (I, ,  . X,  p) 
k 

est infini, alors sup rp((IAk- X),, ,uy) I'est aussi, et on montre comme en (b) 
Y k  

que X est aussi régulier. Le théorème est prouvé. 

2.43. COROLLAIRE 2.4.5. Soient X une $a. gaussienne centrée continue en 
probabilité sur un espace polonais (T, d) et p une probabilité sur T. On suppose 
Sadp < m. 

(a) Supposons que p soit à .support dénombrable; alors X est yrégulière. 
(b) Supposons que, pour tout E > O ,  il existe une partie mesurable A de T 

telle que 
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(bl) PM > l - & ,  
(bz) la restriction de .  X Q A a P.S .  ses trajectoires continues. .~ 
Alors 'toute version separable de X  est p-régulière. -. . - - -  
Eléments de démonstrat ion,  Le corollaire résulte du theorème en 

remarquant dans le cas (a) que 1, .X est p-réguli2re pour toute partie finie 
A de T et dans le cas (b) en utilisant le théorème 1.4 dans une suite 
croissante de compacts. 

3. LES ÉVALUATIONS 

3.1. THEOR~ME 3.1. Soient X une fia, gaussienne centrée continue en - probabilité sur un espace polonais (T, d )  et ,u une probabiliti sur T. Pour 
tout élément t de T ei tout u > 0, on pose 

On suppose que ! 

est fini. 
Dans ces conditions, toute version séparable X' de X est yrégulière et 

on a 

(37) v(IXfl, cl) G 2 W I ( X ,  4. 

3.1.1. On remarquera que la majoration (37) utilise deux termes dont le 
premier est naturel puisque la proposition 2.3.3 montre qu'il est nécessairement 
b i  si y(X, p) l'est. L'introduction du second terme sera justifiée par la 
suite dans certains cas. On remarquera aussi que l'hypothèse (36) se recopie 
plus simplement si a(;) est fini. 

3.1.2. Démons  t r at ion. (a) L'hypothèse implique qu'il existe une suite, 
positive (E, , n EN) tendant vers zéro telle que 

C j d p ( t ) . 2 " 1  log 1 +  
n " 0 J ( p B t , U ) ) d u < m m  

Pour tout E > O, il existe alors un nombre C tel que 

(38) p { t :  zSnl  ,, i J log ( 1+ , B ~ , u , ) d u < c [ > l - & -  
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En appliquant le corollaire 2.4.5 (b), on en conclut (Cl], théorème 6.2.1) 
la régularité de X'. 

(b) Supposons X séparable et mesurable. En adaptant la construction 
de [l], théorème 6.1.1, nous associons à tout élément t du support de 
p la série 

avec . - -  

Le théorème 6.1.1 de Cl] et la propriéti (38) impliquent que, pour tout 
E > O, il existe une partie A de T sur laquelle la série converge uniformément 
P.S. vers X telle que de plus p{A) > 1 - E .  Ceci suffit pour majorer rp (1x1, p)  
à partir des valeurs associées aux diffkrents termes de la série. On a 

On majoré les termes suivants en utilisant l'espace dYOrlicz associé 
à exp (x? sur P x T x T muni de P Q p Q p et l'espace associé à x ,/- 
sur T x T x T muni de p Q  p Q p. O,n obtient 

et par suite 

m 

N'(Bk)< 181 
A =  1 

a (t) ) du]  dp (f); 

on en déduit facilement (37) puisque l'inégalité de Cebi~ev montre 
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et donc 

Le théorème est prouve. 

3.2. Minoratioes de q ( X ,  p). Les méthodes de minoration de E sup X 
ne se transposent pas directement à q ( X ,  p). En effet, elles utilisent des 
parties suffisamment éparpillées de T qui risquent de porter très peu la 
mesure p .  Nous aibns explicité prkcédemment deux minorations dans le 
cas indépendant [[2], exemple 2.3) et dans le cas ultramétrique ([3] ,  1.2). 
Utilisant le théorème de comparaison (théorème 2.1). nous pouvons énoncer 

. . 

3.2.1. THEORÈME 3.2.1. Soient X une $0. gaussienne centrée continue en 
probabilité sur un espace polonais T et p une probabilité sur T; soit de plus 
Y = {sk, k~ [ l ,  K j )  une partition j n i e  et mesurable de TT. Dans ces conditions, 
on a 

1 
(391 inf d (s , t ) ]  d p  ( t )  < 20q (X , p) . 

Démonstrat ion.  Nous utilisons les notations de 1.1; de plus pour tout 
K 

choix u appartenant à n s,, nous définissons Y sur u en posant 
1 

où (lu,, k ~ [ l ,  K I )  a pour loi M(0,  1)'. Le théorème 2.1 permet d'écrire 
q ( Y ,  p3 < q ( X ,  pu). On sait aussi ([2],  exemple 2.3) que l'on a 

La proposition 1.1 donne alors le résultat. 

3.2.2. THÉORÈME 3.2.2. Soient X une Ja.  gaussienne centrée sur T égal 
à R ou à. un intervalle de R et p une probabilité sur T. On suppose que 
X est séparable et mesurable et que la distance associée à X est croissante 
en le sens suivant: 

(40) V ( S ,  t , ~ ' ,  t r ) € T 4 ,  s < S' < tr < t -dx ( s t ,  tr) < dx(s,  t). 

Dans ces conditions, avec les notations du théorème 3.1, pour que q ( X ,  p) 
soit $ni, il faut et il suffit que I ( X ,  p) le soit et on a 
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9.2.3. Remarque  3.2.3. Nous avons déjà utilisé les f.a. gaussiennes à distance 
croissante au sens (40) dans un travail précédent [3]. On notera en particulier 
que puisque X est séparable, l'ensemble 

 ET: lim sup d,(s ,  t) > 0) 
s+ t 

est au plus dénombrable ([3], lemme 2.2.la). On notera aussi que pour 
tout élément t de T la relation (40) implique 

limlimd,(s,u)=O, limlirnd,(s,u)=0. 
- sLt u i t  -. - - s t t  ut t  

Pouf démontrer le théorème, nous utiliserons quelques lemmes que nous 
énonqons maintenant; dans ces lemmes, nous supposons que T  contient O. 

3.2.4. LEMME 3.2.4. Sous les hypothZsw du théorème, pour tout nombre 
positf a, on peut recouvrir T par une partition $nie ou dénombrable 

b d'intervalles (Ig, k~ Z) telle que 
(i) 1; = B ( 0 ,  a), 

(ii) Vk E Z ,  d ,  (1:) < 2a, 
l ' (iii) [ k - I I > l = - d , ( I { , I ~ ) > a .  

Démonstrat ion.  La construction est la suivante: 1: étant fixe par (i), 
on détermine, pour tout ' k  > 0, I," en fonction de IE-,  en posant 

sup 1:-, si Iz-, n'est pas vide, 
b,-, = 

sinon, 

et en distinguant l'alternative suivante: 
si b,-, appartient à Ifk-, , alors on pose 

2 = { t  > bk-,: lim d,(s, t )  < a ) ;  
~ l b k - 1  

si, au contraire, b,,-, n'appartient pas à 1;- ,, alors on pose 

1," = { t  2 b k - , :  dX(bk-l, t )  < a).  
l 

Par ailleurs, pour tout k < 0, 12 est construit symétriquement en fonction 
de ri+ Par construction, la suite est formée d'intervalles successifs disjoints 
vérifiant (i), (ii) et (iii) de sorte que nous aurons démontrer le lemme si 
nous montrons qu'elle recouvre T et plus spécialement T n  R +. Notons que 
la suite (bk, k > 0) est croissante et ne peut être finalement stationnaire 
que si, à partir d'un certain rang k,,  Ifk est vide ce qui d'après (42) implique 
que T est fermé à droite par b,, et donc que les (I,", k < k,) recouvrent 
T n  R'. Notons aussi que la suite (b,, k 2 O) ne peut pas converger vers 
b dans T, on aurait alors 

lirn lim d ,  (b,, b,) 2 a, lirn lirn d ,  (s, t)  2 a,  
k-rm 1-rn sTb t t b  
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ce qui contredirait (42). Dans ces conditions, la seule possibilité restante 
est celle où la suite (b3 diverge dans T; T est alors ouvert à droite et 
les intervalles (IR, k 2 O) recouvrent T, Le lemme est demontré. 

3.2.5. 'LEMME 3.2.5. Soit (A, ,  D EN) une suite gaussienne normale. Utilisant 
Ies notations 3.2.2-3.2.4, nous construisons sus T une seconde $a. gaussienne 
centrée Z en posant 

?. . 

- N O U S  S U ~ ~ O S O ~ S  que q ( X ,  p) est fini, alors q ( Z ,  p) l'est'aussi et on a 

Démonstrat ion.  Notons d'abord que, pour tout élément t de T, la 
convergence P.S. de la série Z du côté (n < O) ne pose pas de problème 
et que l'hypothèse {i) du lemme 3.2.4 montre que les termes du coté (n > 0) 
sont nuls dès que C -2" est supérieure à d ,  (O, t) puisqu'alors T appartient 
à 1: 2 n .  On a d'ailleurs 

a(z,cl) < c-2" sup E[(/Znlm(d(O, t) > C-Sn)] 
~ E Z  #(fi) 

et donc, en utilisant les espaces d'Orlicz habituels, 

Ceci fournit 

. ' L'inégalité (43) s'en déduit facilement; le second membre est fini si (X, p) 
i'est (proposition 2.3.31 le lemme est démontré. 

3.2.6. Nous démontrons maintenant le théorème. Nous supposons que 
cp (X, p) est fini et nous utilisons les éléments mis en évidence dans les lem- 
mes 3.2.4 et 3.2.5. Bien entendu rp (X+Z,  p) est fini et nous aIIons utiliser la 
structure particulière de X + Z  et le théorème 2.1. 

Soit C un nombre positif; nous notons Y, la partition de T définie 
par {IR": ~ E Z ) ,  Y, la partition de T engendrée par {Yk, k 2 n) dont l'un des 
éléments est B (O, C .2"). Nous notons i, une suite normale sur {Y,, n E Z )  et 
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R, l'application canonique de T dans $,, . Nous définissons une f.a. gaussienne 
centrée U sur T en posant 

On peut comparer les distances définies par U, X et X + 2.  Notons, en 
effet, no = n 0 ( s ,  t) le plus grand des entiers n tels que Fn sipare s et t .  

En particulier on en déduit du (s, t )  6 J8j3 d ,  +,(s, t ) ,  de- G r t e  que le 
théorème 2.1 implique 

Nous pouvons maintenant minorer q ( U ,  p) en utilisant le même schéma 
qutà l'alinéa 3.3.2 de [2], avec des précautions supplémentaires puisqu'ici 
U n'a pas' de diamètre borné et ne contient pas de terme associé 
à z,(O), n > O. Nous obtenons 

et, par conséquent, en développant: 

Des calculs élémentaires donnent alors 
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Posant alors C = +a (O), où a (O) est défini par (35), on a 

a(t)<4sup(C,d(O,t)) ,  p B ( O , 2 C ) + + ,  

et, par conséquent, 

.. - .  - - 

Le résultat s'ensuit en appliquant 2.3.3, (43)' et (45); le théorème est 
prouvé. 

3.2.7. COROLLAIRE 3.2.7. Soient X une $a. gaussienne centrbe sur T égal 
d R ou à un intervalle de R et p une probabilité sur T. On suppose que 
X est siparcable et mesurable et que sa distance est croissante au sens (40) 
et bornée sur T. Dans ces conditions, pour p(X, p)  soit fini, il faut et il 
suffit que l'intégrale 

s ~ i t  finie. 

Démonstrat ion.  La suffisance résulte du théorème 3.1; la nécessité se 
déduit de l'inégalité (46) en prenant pour C Ie diamètre de T. 

33. Remarques finales. Initialement, ce travail visait à mieux comprendre 
l'introduction des probabilités p dans les majorations et les minorations de 
la loi de sup X associées à une f.a. gaussienne X sur un espace polonais T. 

T 

Ce but est atteint puisque les majorations (théorème 3.1) et les minorations 
(théorème 3.2.2) présentées ici analysent exactement en fonction" de p Ies 
majorations et les minorations précédemment connues ([l], [3]) pour E sup X . 

T 

L'outil'essentiel est le remarquable théorème 2.1 qui élargit le champ des 
propriétés de monotonie des vecteurs gaussiens. On peut espérer qu'il existe 
un énoncé du même genre utilisant à la place de l'hypothèse uniforme (16) 
des hypothèses spécifiquement liées à p !  On notera par ailleurs que l'étude 
des versions régulières des f.a. gaussiennes (théorème 2.4 et corollaire 2.4.5) 
introduit le problème suivant: 

Soient X une f.a. gaussienne centrée séparable et mesurable sur un espace 
polonais T et p une prob.abilité sur T. Ecrivons deux propriétés suivantes: 

(a) cp (X , p) est fini; 
(b) pour tout E > O, il existe une partie mesurable A de T sur laquelle 

la restriction de X a P.S. des trajectoires continues vérifiant p ( A )  > 1 - E .  

Quelles relations lient les propriétés (a) et (b)? 
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