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EVALUATIONS DE CERTAINES FONCTIONNELLES - .
ASSOCIEES A DES FONCTIONS ALEATOIRES GAUSSIENNES
e t PAR'
‘_ X FERNIQUE (STR;\S‘Bj()URG). ‘  -

: . Abstract. Let X = {X (0,¢), weQ, te T} be a random. function
.on (2,a,P), let Tbe .a finite set, and u a probablllty on T. We .. .-,
“assume that the components of X ‘are P-integrable. ‘We denote by
J# (u) the set of the random probabilities m = {m(w), weQ} on
. T whose expectation- is pu. We put . .

@(X, = sup E[] X (o) m{a) dr)}
‘ mel(u] . T

: In this . paper we extend and study this quantity when T is in
fact a Polish space (Section 1); then we show (Section 2) that if
" X is Gaussian and rather regular then @ (X, p) is monotonic in
": terms of the metric defined by X (I‘heorem 2.1), ﬁnally {Section 3), -
we majorize (T heorem 3. I) or mmorrze (3.2) the function e(X, u) in
. some cases. ! ‘

0.1.'Soit X = {X(w, t), weQ, te T} une fonction aléatoire (f.a.) d’espace
d’épreuves (2, &, P) sur un espace polonais (T, d); soit de. plus i une proba-
bilité sur 7. Nous supposerons dans la suite X mesurable sur Qx T et
(P®@u)-intégrable. Nous notons .4 (u) Pensemble des familles .o/- mesurables
m= {m(a} dt),weQ} de probablhtes sur T dont 1’1ntegra1e relatlvement
a P est la mesure u: _
(_1),~: T fm ( dt)dP(w) u(dt)
S e .Q , .
02 Pour ﬁxer les 1dees supposons que U alt un support fini; dans ces
cond1t10ns pour tout. élément m de 4 (u), l’apphcatlon SR

. . ]
est une v.a. usuelle intégra__xl_)'l_e;qUe nousﬁ_notons'_[){(dm; nous posons alors
&) - o(X,u) = sup E[|Xdm]
. : : me.# {u)

et nous nous proposons d’étudier ‘les variations de ¢. "
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03. Si g na pas un support fini, nous devons prendre quelques
précautions.

(a) Si pour tout élément m de . (u) la probabilité P {w: X (w)¢L (m(w))}
est nulle, alors Papplication (2) définie P-p.s. est une v.a. que nous notons
{ Xdm; si; de plus, pour tout élément m de . (u), cette v.a. est P-intégrable,
nous associons 4 X le nombre ¢ (X, y) fini ou non, défini par (3). _

(b) Si 'une des conditions (a) n’est pas reahsee, nous associons & X
le nombre (X, p) = +oo.

Nous nous proposons d’étudier les variations de ¢.

'04. Comme Tindique le titre, nous porterons un intérét particulier au
cas ol X est gaussien: dans ce cas, la fonctionnelle {X - o(X, )}
apparaitra'comme aussi maniable que {X — E sup X}. Elle permettra d’évaluer

T

la taille de certaines - fa. gaussiennes trop grandes ' pour - €tre mesurées
a partir de cette seconde foncnonnelle par exemple certames f.a. gaussiennes
a covariance non bornée.

0.5. Malgré I'alternative exposée en 0.3, sous d’autres aspects le cas simple
est celui ol p est portée par une partic T, dénombrable (ou finie) de T.
Notons en effet, dans ce cas, # la sous-tribu de ./ engendrée par la
restriction de- X 4 T,; soit'-m un élément de . (u); la propriété (1)
montre que Pespérance conditionnelle bien définie E {m|%#} est encore un
élément m' de () vérifiant E [ Xdm' = Edem De plus, le couple
(X,m) sur § étant Z-mesurable i une image canomque (X,m) sur
(R7o, 22 (R™0), PxT ), onande = E [ Xdm;ceciprouve ¢ (X, p) < ¢ (X, p);
I'inégalité mverse st facile et nous pouvons énoncer

. ProposITION 0.5. Si p est partee par une partie finie ou denombrable de
T, (X, p) est determme par la loi temporelle de X.

0.6. La situation peut étre différente si 7] est pas portée par une partie
dénombrable’ de T. En effet, dans ce cas, on constate que la loi d’un
couplé (X, m) ne détermine pas celle de la va. fx dm L’exemple sulvant
montre la difficuité.

L’espace d’épreuves (2, o/, P) est Tintervalle [0,1] muni de sa tribu
usuelle et de la mesure de Lebesgue; nous choisissons une v.a. intégrable
et positive f et une va. gaussienne centrée et réduite A; T est aussi
Tintervalle [0, 1]. Nous définissons la fa. (gaussienne) X en posant =

X(w t) = A(w) si w;ét" X(w, w) = f(w);

‘nous choisissons pour la mesure y sur Tla mesure de Lebesgue. On a alors

immeédiatement

- m={w—d,d)}e ,/;@, cp(x.; #) > E [ Xdm = [f()dr.
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Par contre la va. X', définie par X'(w,t) = A(w), a la méme 101
temporelle que X et on a (p(X Lw=0. :

On voit bien ici que dans le cas od u n'est pas portée par une partie
dénombrable de T, nous devrons prévoir des conditions de régularité pour
X si nous voulons que ¢ (X, ) soit fixé par la loi temporelle de X (cf. 1.3).

0.7. Dans plusieurs articles précédents, nous avons défini une notion
" voisine de la maniére suivante: nous notons i(x) 'ensemble des apphcanons
mesurables 1 de (2, /) dans (T, d) de loi u: , :

@ Lo VAEB(T), P (4)} = p(A);

supposons ld encore pour simpliﬁér que u ait un support fini; pour tout
élément 1 de 1(u), I'application w — X (o, l(w)) est alors une v:a. intégrable
notée X (z) Nous posons

0(X, u) = supEX ().
A ()

On vérifie immédiatement, par (4), que pour tout €lément 1 de 1(u) la
probabilité aléatoire 9, (dt) est un élément de . (u) si bien que 0 est
majoré -par ¢. Réciproquement, pour tout élément m de .# (), il existe,
par les propriétés classiques de désintégration, sur Q' = (2x[0,1], P®dx)
une apphcatlon mesurable 7 & valeurs dans T telle que _[5, (0, 4% = m(w):
On aura donc (X', pu) = (X W, oi X' est la fa. sur Q' de méme
loi que X définie par X’ ((to, x),t) = X (o, t).

L’exemple suivant montre que méme dans Je cas simple od u est portée
par un ensemble fini, la valeur de (X, ) peut effectivement dépendre de
espace d’épreuves: (€, P) est un ensemble 4 deux éléments {w,,w,} et
P y est équirépartie. T est aussi un ensemble 4 deux éléments {t,,t,} et la
probabilité u n’y est pas équirépartie. Dans ces conditions, 1(¢) est vide,
alors que .# (1) ne 'est pas. :

1. VERSIONS DE X ET VALEURS DE ¢. VARIATIONS DE ¢ EN FONCTION DE 4

1.0.-Seient X une f.a. sur un espace polonais 7. et u une probabilité sur T;
nous avons montré ci-dessus que si g n’est pas i support démombrable,
o (X, ), sauf hypothéses de régularité, n’est pas déterminé par la loi
temporelle de X . Dans I'exemple 0.6, il peut €tre rendu arbitrairement grand.
Dans cette section, nous cherchons des minorations de ¢ (X, x) déterminées.
par la loi temporelle de X et des liaisons entre ¢ (X, u) et les valeurs
de o (X, ) ou .y’ 4 support fini est proche de u. '

_ 1.1. Nous notons & = {sx, ke[1, K]}, une pa.rtiﬁon finie et mésurable de
- T, nous supposons que les €léments de & ne sont pas p-négligeables; nous
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lui associons I'espace  produit

K
U = H‘Sk“
- L%k
sur lequel nous formons la probabilité produit

£ s
M = .
ST

a tout élément u de-%; nous associons la probablllte U, sur T deﬁme par

- ;p@.;) Supe N

Nous montrerons quon peut choisir u de sorte que ¢ (X, ﬁ,‘) soit inférieur

ou égal a qb(X w. Lidée de la preuve est simple: elle constate que
cp(X -) est concave et qu’ on a donc ala regularlte des choses prés,

H’ X; uu)M(du) (X f#uM(du)) = <P(X M)

Par allleurs ila partltlon 5” nous associons aussi le vecteur aleatmre
X, sur Iensemble ﬁm [1 K] et la probabilité u, sur ]e méme ensemble
définis par " : . T

deH, lls/ (k) = #(Sk)

6 - V ke '[1', K] s-'Xy (k)
. - s : ( k) S

PROPOSITION 11 So:t X une f a. L1 (P) contmue sur un espace polonazs
(T, d).. Avec’ les notations ci-dessus, pour toute partltwn finie et: mesurable
de T, on a alors

© _. _\qo(x,u)>w(x,uu)‘dM(u):;Lp(xy,,y,,).

En particulier, on peut choisir u dans U tel que ¢ (X, p) > @ (X, ).
_ Démonstration. Notons d’abord que les propriétés de régularité de
u permettent de supposer que T"est réunion dénombrable de parties compactes.
Fixons ¢ > 0; la remarque ci-dessus et la L' (P)-continuité de X permettent

. de former une partition denombrable et mesurable Jzi = {a,, jGN} de 021 :

telle que :
" VjeN, V(u,v)e(a;xa), E Y X (w)— X (n) < &/4,
ce qui.implique R L _
| | o (X, m)—o (X, 1) <4
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et pour tout €lément m de . (u):

E|f Xd{Zm(sk)(au,, _ ,,,c)}| .

Ut111sant cette partltlon on peut associer 4 tout clement u de 92! ‘un
€lément m, de .#(u,) de sorte que I'application {u—»m} ne prenne qu’une
infinité denombrable de valeurs et soit mesurable et qu'on a1t aussi

Vue#, E_[de o (X, u)— Eleldm < eoT

La mesurablhte de {u— m, " permet de constru1re la famllle = j' m, M (du);
Cest un élément de .4 (u) et on a, par le théoréme de Fub1n1

" e(X,w) > Ef Xdm > er(x,-uu)M(au)—s.

Faisant tendre & vers zéro, on obtient la premiére inégalité (6). .
"Pour démontrer la seconde 1néga11te (6), nous fixons ¢ > 0 et nous
eh01s1ssons un €élément m, de J!(uy) tel que

(7) T E(Xedm > o0& m)—s

Pour tout element u de u, nous posons

m—ZmW%
Cest un element de A (uu) etona -

fox, #u)dM(u) [[Efde]dM(u)

Ce terme vaut T

T[EY X @)m, (0]dM @).
On peut 13 ‘encore appliquer le thébrém_e de Fubini de sorte quon a
. , . i e
®)  JoX,m)dM@w > E E [ me () ; X(uk)rdM(u)-] —E[ X, dm,.

Le résultat se dedult donc de Ia comparalson de (7) et (8) en faisant tendre
¢ vers zéro. R

1.2 PROPOSIIION 1.2: 'S_oit X une f.a. L* (P)-continue sur un espace polonais
(T,d); pour toute probabilité u sur T, on peut construire, a partir de la
seule-loi temporelle de X, une suite (u,; n€N) de probabllltes sur T a supports
finis convergeant -étroitement .vers u telle que ‘ A e

©) ... limsup o(X, 1) < (X, ).
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Démonstration. Elle est immédiate 4 partir de la proposition 1.1,
puisque les propriétés classiques d’approximation étroite des probabilités
permettent de construire une suite (¥,, n€ N) de partitions finies et mesurables
~ de T telle que pour toute suite de choix (u neN) assoc1ee on ait, au

sens de la convergence etro:te e - ~ .
' lim p, = p.

)
1.3 Versions reoulleres -

Définition. Soit X une fa. L'(P)- contlnue Sur un espace polonals
(T, d); soit de plus u une probablhte sur T. Nous dirons que X est
u-regulzere si oo

0 sup 0 (Xor, i) = 0(X, 1),

la borne supérieure portant sur l’enscmble des partltlons ﬁmcs et mesurables
de (T, d). _

La proposition 1.1 montre qu’ une version ,u—regullere de X donne a (a( ,u)
-1a plus petite valeur possible. Nous ne savons -pas si toute f.a. L (P)-continue
posséde une version p-régulitre. Nous savons en. construire seulement si X
ne prend que des valeurs positives ou nulles, ou si les trajectoires de X
possédent des propriétés de continuité. .

PROPOSITION 1.3. Soit X une f.a. L!'(P)-continue sur un espace polonais
(T, d). On suppose que X ne prend que des valeurs positives ou nulles. Pour
toute probabilite. u sur T, il existe alors une version X de X qui est
u-reguliere : : : : ;

Démonstration. L’hypothése de contmulte implique que Ion . peut‘

construire une suite (#,, neN) = ({sf, kell, K,]},neN) de partitions finies
et mesurables de T telle quen posant

1
vYneN, X,,(t) = ( 5 ) dey pour test et [,t(s;‘) >0,
Sk
]a__ mesure de la partie To de. T telle que
an . VteTo,P{th (t)—X(t)} .

vérifie u(To) — 1. On pose alors
‘ VteTo,X(t) = lim ian (), Vt¢T0,X(t) = X ().

La. formule. (11) 1mp11que que X est une-version de X. Par ailleurs,
pour tout élément m de .# (u) on a, en appliquant le lemme de Fatou,

E [ Xdm < lim inf B [ X,dm < o(Xy,, pe ),
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et donc : :
(X, p) < sup ¢ Xy, ie);
I'inégalité inverse résulte de la proposition 1.1; le résultat est établi.

14. La suite de cette section est comsacrée 4 la demonstratlon du
théoréme suivant:

THEOREME 1.4. Soit X une fa. -ayant p.s. ses trajectoires continues sur
un espace polonals (T, d). On suppose - :

E sup | X| < o0.
T .

Dans ces conditions, toute version X' séparable de X est u-réguliere pour
toute probabilité p sur Ty qn a alors (X', p) = @ (X, p). De plus, pour-toute
suite (f, neN) de probablhtes conuergeant étroitement vers p, on a

12 | lim ¢ (X, 1) = ¢(X, u)

La démonstration du théoréme se fera en trois étapes:
(a) nous démontrerons d’abord I'inégalité

(12a). : lim inf X, 1) = (X, p); . v

(b) nous en dedulrons ensulte que pour toute vers1on separab]e X de X

ona ¢(X',p) = o(X,pu); y
{c) ce dernier résultat nous permettra d’achever la demonstratlon

1.5. Premiére étape. Elle utilise le lemme suivant:

LEMME 1.5. Soient (9, oA, 'P) un espace d’épreuves, (T, d) un espace polonals,
p une probabilité sur T et m = {m(w), v Q) une famille s/-mesurable. de
probabilités sur T ayant p pour intégrale. Soit de plus y' une probabilité
sur T dont la distance de Prohorov d(u, ') soit inférieure a e. Dans :ces
conditions, il existe une famille M = {M (o), w e Q} .pfemesur'able de probabilités.
sur Tx T telle que : ’

(i) pour tout we®2, la premiére marge de M(w) est m(cu)

(ii) Pintégrale par rapport & P de la seconde marge de M est W,

(ii)) | M(0){(t,t)eTxT: d(¢,t) > g}dP(w) < e. :

Eléments de preuve. On construit facilement M en utilisant les lcmmes
de ‘mariage classique si- p ou yu'. sont a support fini. On en déduit la
construction générale en mtercalant entre ” et ,u une probablhte 4 support
fini.

Nous démontrons mamtenant l’megallte (12a). Soient & un nombre posmf

et m une famille «/-mesurable de probabilités sur T telle que

(13) | E | Xdm > ¢ (X, 1) =h/2.




8 . - X, Fernique

Les trajectoires de X étant p-s. continues, sup |X| étant intégrable, il existe
e > 0 tel que Cviin )

(4 ... . E sup IX(t) X(t’)l h/4,
d(t.t'y<e
(15 - - feL*P)Ifl < L fIfldP < e=[|f] SI;P |X|dP < /8.

Soient alors i une probabilité sur T-telle que 6(y', p) soit inférieure |

d ¢ et M la famille associée a ces données par le lemme-1.5; on a en

utilisant (14) B

' E ” |X(t) X(t)IM(dt dt) h/4
dit,t)< . : )

en utlllsant (15) et la conclusxon (111) du lemme 15

E IL XO-X@IM(r, i) < ZE[M{d(t r)>s}sup|Xl] <

At >e '

On en déduit, en utilisant (13), -

o(X,p) 2 Ef | X ()M dt, dt’) Edem E”IX(t) X(t)l (dt dt),
e(X, 1) = o(X, W—h. o

Ceci prouve le résultat annoncé. -°

. L6. Deuxieme étape. Elle résulte de la premiére etape et de la proposi-

tion 1.2. Ceite proposition permet de construire, a partir de la seule..loi

temporelle de X qui est aussi celle de X', une suite (u,, n€N) de probablhtes '
a support fini convergeant vers u telle que

Jim o (X, ) < 9 (X, ), hm (p(X un) —.,hm ¢(X' "un) <p(X' u)

La premiére étape prouVe les megahtes mverses d’ou le resultat.

; 1.7, Troisiéme étape. Soit (u,, neN) une sulte de probabilités convergeant
etrmtemcnt vers p; pour tout neN,; notons ‘m, un u"nent de J{ (,u,,) tel‘
que : ;

S Edem (p(X u,,) l/n

notons aussi Z, la v.a. 4 valeurs dans Iespace (¢ (T) M +1(T)) définié par
Z,=(X,m,). Pulsque (it,, ne Ny converge étroitement, elle vérifie les conditions
de Prohorov 11 ex1stc donc une sulte (K i jEN) de compacts dans Ttelle que‘

_ VneN Z2’,u,,(T\KJ)
 Ceci sécrit '

A VnéN,EZijn(Tin):é 1,
e R R
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et-d(;r;c . L : EEUEER U RN R
- Ye > 0,VneN, P{Y. 2 (T\K) > i/e} <&

Or Tensemble K, des probabilités n sur- T vérifiant
Z2’n(T\KJ) 1/e.

est une partie compacte de 411 (T), pulsqu elle est fermée et verlﬁe les
~ conditions de Prohorov. On:a denc L s

Ye > 0, VneN, P{m eT\K,} <

ce qui signifie que les lois des m, forment un ensemble étroitement relatlve-
ment compact dans 4" (A “_(T)). 1l en résulte que les lois des Z, sont aussi
étroitement relativement compactes; on peut en extraire une suite particlle
convergeant en loi vers une variable aléatoire Z = {Y, h}. On vérifie par
continuité que Y a la loi de X, que h est un élément de .4 (w) et en
ut111sant l’mtegrablhte de sup 1X| et le resultat de la deux1eme ctape

(X W= (p(Y,u) E_[Ydh;liminijden.'

La construction de la suite (m,, ne N) implique alors l’megahte (12a) On
en déduit, ‘par extractlon de suites: convenables N

qo(Xu) llmsuprp(Xu) DL e e

ce qu1 _]omt au resultat de la premlere etdpe prouve (12) Le ‘théoféme.

est prouve P VUL S

2. LE CAS, GA_USSiEN, VARIATIONS DE (p:_EN» FONCTION DE X .

2.0; Dans toute la suite, nous assoc1erons a toute f. a. gauss1enne centree
X sur-un-ensemble T les notations usuelles suivantes.” -

. Pour tout couple (s;t) d’elements de T, d3 (s, t) désigne E[X (s) X0

et yx(s,t) est E[X (s)X ®)1; pour tout élément t de T_, ax(t) demgne

\/E|X @ = f x(t,1). " Nous omettrons tous les mdlces mferleurs notes'

X ¢l n’y a pas d’amblgulte -
Si pour étudier la taille d’une fa. gaus31enne centree X sur un ensemble

T on utlhse la fonctlonnelle E sup X, alors l’outll essent1e] est la proprlete
T s

de monotome de. cette fonct1ormelle , : IR AR :
. Les. fonctionnelles ¢ (X, y) ont une propriété de monotome semblable
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2.1. THEOREME 2.1. Soient X et Y deux fa. gaussiennes -entrées continues

‘en probabilité sur un espace polonais (T, d); soit de plus p une probabilité

sur T. On suppose que pour tout couple (s, t) d’éléménts de Ton a

(16) dy(s,t) < dy(s,t). "
On a alors aussi, pour toute partition finie & de T,
(1]) : fP(Xsh pr) < @(Y, u).

Il existe de plus.-une suite (u,-neN) de probabilités convergeant étroitement
vers u telle que L

@’ Tmswpo(X,m) < @Y H).

Enﬁn si X est y-regullere on a
19) e w< oY,

Nous démontrerons ce théoréme en deux étapes. Le cas simple est cefui
ot T est un ensemble fini; dans ce cas, X est évidlemment u-réguliére et
on peut lui appliquer le théoréme 1.4 de sorte quon aura prouvé le théo-
réme 2.1 dans ce premier cas, si sous les hypothéses indiquées, on établit
l’1nega11te (19)

2.2, Nous commengons par quelques lemmes analysant l’actlon de Jl ()
sur X, quand T est fini et X a une covariance inversible.

2.2.1. LemME 22.1. Nous supposons que T est fini, X a une covariance
inversible et Pespace d’épreuves est (RT,ZB(R"), Py); alors Papplication
{m—>E | Xdm} de #(u) dans R atteint son maximum'en un élément p.s.
unique de la forme 6,, ol 1 est un élément de 1(u). On a donc en partlculzer

dans ce cas 0(X, p) = @ (X, p).

Démonstration. (a) Prouvons d’abord l’ex1stence d’un élément maximal.
Si on associe a4 tout élément m de #(u) la va. Z(m) = {(X (1), teT),
(m(2), te T)} & valeurs dans I'espace polonais R*”, on vérifie {(comme ‘en 1.7)
que.l'ensemble des lois des Z(m), me.# (u), est étroitement compact. Soit -
donc (m,,neN) une suite d’éléments de . (u) telle que E | Xdm, converge
vers ¢ (X, u); on peut en extraire une. suite partielle suivant laquelle les
Z(m,) convergent en loi vers Z = {Y, h}. On vérifie que Y a la loi de
X, que h appartient 4 . () et que E | Ydh = o (X, p). La version hy = ho(Y)
de lespérance E{h|Y} a les mémes propriétés. La copie h de h, dans

(R", B(R7), Py) est. alors I’élément max1ma1 cherché.
X

(b) Nous prouvons maintenant que tout élément maximal est Ps. de la
forme d,. Ordonnons les éléments de T sous la forme [1, n] et notons
A, la tribu engendrée par {X,, ke[1,n—1]}; soit m un élément maximal.
La loi de X ayant une densité continue puisque sa covariance est inversible,
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nous pouvons calculer une fonction 4,_,-mesurable M telle que

) P{X,>M#, .} = E{m(n)|%,-.} ps.
Nous définissons alors une v.a. g & valeurs dans RT en posant
0 S si P{X, < M|®,- l}..0
vk <n—1,9() = { E(m®)| B, .}

I sinon,
I, E{I(x,. | Bo-1}
gn) = I(x,,S-M}

Les proprletes du condltlonnement montrent (attentlon aux denomma-
teurs!) que g appartient a . (u) et que - : -
E { Xdg = E [ Xdm;

) . - t#nm . t¥#n
la maximalité de m implique donc v
(21) : E[X, Ix,>m] <.E[X.m,].
Pourtant la formule (20) montre quon a -

E [X,Iix,>m—ma)] = E [(Xo— M) (x> —m)];

les deux facteurs du dernier terme ont les mémes signes, le premier est
p.s. non nul de sorte que I'inégalité (21) exige: m, = Iy ., p.s. En permutant
les indices, on en déduit le résultat (b). - -

(c) L’unicité presque sire de I'élément maximal résulte de (b) puisque
I'ensemble convexe des elements maximaux doit se réduire a ses elements
extrémaux. o c ' '

222. Le lemme 2.2.1 permet “dans la situation indiquée, d’aésociér a
X et pu une appllcatlon Iy —\{zx(w), weQ} de RT dans T définie p.s. par

H(@) = t= mo, {th) = 1}

m étant P'élément ma)umal de A (u)

Nous étudions maintenant les propriétés de lx; en utilisant un schéma
proche de Pétude ([1], p. 23-25) donnée precedemment dans une situation
plus simple.

Nous supposons. que le vecteur gaussien centré X =(X;,....X,) est

construit de la fagon suivante: A4 = (4,,..., 4,) est un vecteur gaussien de’

loi #°(0,1)", A est une matrice inversible nxn et X est égal & AA; nous
notons I' = AA* sa covariance et G la matrice inverse; nous utiliserons
la notation 1, au lieu de 1,. Pour tout couple (s, t) d’éléments de T = [1, n]
nous posons ;

(22) . . : KA'(S9 t) = E[(GX)S I.(iA=t)]r" S
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LEMME 2.2.2. La ‘matrice K ; est symétrique, ses. éléments. non diagonaux
sont négatifs, la somme des éléments de chucune de ses ltgnes est nulle. De plus,
pour toute (nXxn)- matrlce B on a

@3) ' E(BA) = YE(BAL,-y] = Tr (4*KB);
en particulier ‘.
(24) el - Tr (4* K4).
Demonstratlon (a) La formule (23) résulte lmmédlatement de la
définition (22); la formule (24) se dedult alors des définitions de ¢ et 1.

La somme des éléments de la ligne de rang’s de K 4 vaut par deﬁnltlon
de K, E(GX), qui est nulle puisque X est centré. '

(b) Nous montrons maintenant la symetrle de K 4- Soit U une (nxn)-
-matrice orthogonale de sorte que AUA a la meme loi que X; la deﬁmtlon
de 1, et le théoréme 1.4 montrent donc que” d L

25 0 < B(AA),,~E(AUA), = Tr(4*K,A(I-D)).
Choisissons U diagonale en dehors des lignes s, t et posons, pour-tout a,
U = Uy 2 COS A, Uy = —u, = Sin o. -
. Posons. J = A*K 4 A; la -relation (25) s'écrit -
' " VaeR, (1—cos at)(],,s+1,,)+sm oc(;,s ]s,)

- Ceci impose la. nullité de j;,—j,: J. est symetrlque K A l’est aussi. -

(c) Pour établir le signe des éléments non diagonaux, il suﬂit detudler
celu1 de K,(n,n—1). Nous utilisons pour cela la fonction M et:la v.a.
g(n—1) définie en 2.2.1, (b), formule (20) Nous obtenons tenant compte

T de l’umclte de l’element max1ma1

I(;A n-1) = g(" 1) = I(X,,<M} C

ol M et C sont B(Xi-s Xp1)- mesurables C est pos1t1f ou. nul ‘On
a alors en ch0151ssant l’ordre des 1ntegrat10ns o

KA(" n— 1) = E[(GX),,I(,A n— 1)] .
g
' -Iw(ax

Yol

g(X)—x*Gx g(x = —00) + 00, 'C(xl';~'.‘.-,vx~.,_=1)/

- jl C(xla ---‘rxn—l:)'

>.'_‘En 1ntegrant sous cette. forme “on obtlent T o
- Ku(n,n-1) = —2_fC(x1,..., Xp—1) €xp (— %g(x = M))dxl,.;.',dx,-,"_l". :

Ce dernier membre est-bien négatif, le lemme est établi.
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+2.2.3.°Soit - {u > A(u)} "une application - différentiable "de [0,1] dans
Pensemble des (nx n)-matrices inversibles. Nous définissons une fonction f
sur [0,1] en posant

26 - f) =LA@ A, 4.
Nous étudions les varlatlons de f; pour sunphﬁer nous noterons 1(u)
a la place de iyq). ‘ :

- LEMME 2.2.3." Supposons  que, pOur tout couple (s, t) d’elements de [1,n]
dlﬁ”erents on ait SRR SRR R : S :

y

(2‘7)[ . Vue[01] {z[asku) a,k(u]}>0,

Dans ces condltzons la fonctzon f est non decrozssante

Démonstration. (a) Notons d’abord que f est continue. En effet, pour
tout couple (u, v) d’elemcnts de [0 1] et pour tout element m de Jl(u)
on a -

f @ ~f@) < f6)=E | (A (u) A)dm(?)
et donc en partlcuher . e S
,(23)17- T )—f() B[(4)~AW) 4],

ce qui implique, par permutation,

f (u)—f (v Z lag (u)— ast(v)l, _
Cos=10
la continuité de f résulte donc de la contmulte de A

(b) Pour prouver le lemme il suffit done, utilisant un lemme des accrois-
sements finis ‘adapté, de prouver qu'en. tout point de '[0,1] les deux
demi-dérivées inférieures, & gauche ou a droite de. f, sont positives .ou nulles. ‘
Soit donc (u,v) un couple sur [0,1] avec u < v;. l’megahte (28) fournit n

i (v) —f (u) >Tr (A* (u) KA(u) {A - AW)). .

Nous developpons cette dermere quantlte en ut111sant le lemme 222
[ f (v) —f W]/(v—u) est mmore par

1s (3 o el lmtiaa]

=1 -u

s=1 t#s

X [ag () —ay (u)]} K 4 (85 7).
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En fixant u sur [0, 1[ et en faisant tendre v vers u par valeurs superleures :
on obtient' : :

06 f(u)

viu v—u

!

en tenant compte des signes des K @ (s, 1) et des hypothéses (27).
Le signe de la demi-dérivée inférieure 4 gauche s’obtient de la’ méme

fagon en ﬁxant v et faisant tendre u vers v par valeurs mferleures

2.24. Demonstratlon du theoreme dans le cas ou T est f1n1
Soient donc X et Y deux vecteurs aléatoires gaussiens centrés sur [1,n]
et u une probabilité sur T. On suppose que X et Y vérifient ’hypothése (16).
Les covariances de X et Y sont simultanément dlagonahsables dans le sens
suivant: il existe une matrice reguhere R et deux matrlces dlagonales Dy
et Dy telles que : S

Ty = R(DX)Z R* ‘et Iy=R(D)*R*.

Pour tout e > 0 et tout uef0,1], deﬁmssons la matrice A(u s) en posanl

A, &) = R\/(Dy)*+&2 I+u((Dy)? —(DX)2+3EZI).

Fixons & > 0; l'application 4 = {u— A(u, &)} est alors une applicétion

 différentiable de [0, 1] dans ensemble des (1 x n)-matrices inversibles vérifiant

les relations (27) du fait des hypothéses (16). Le lemme 2.2.3 assure alors que
P (404, 1) < (A1) 4, ).

Soit alors A’ un vecteur gaussien normal indépendarit de X et de Y;
X+eRA et Y+2¢RA’ ont les mémes lois que A(0)4 et A(1)A; le théo-
réme 1.4 implique donc .

(p(X+sRA’ < (p(Y+2.o.RA’ ).
Le résultat- dans le cas fini sensult en faisant tendre ¢ vers zéro.

225, Démonstration du théoréme dans le cas general. Pour
démontrer le théoréme dans. le cas général, nous utilisons  le résultat

particulier précédent et les propositions 1.1 et 1.2 avec leurs notations. Soient

X et Y deux fa. gaussiennes centrées continues en probabilité, donc-dans
L (P) sur un espace polonais (T, d) et vérifiant les inégalités (16); pour toute
partition finie ¥ de T et tout élément u -de P'espace produit % associé,
on a, en appliquant 2.24 dans le support fini de p,,

»X, u..) < oY, 1)
et donc, en appllquant 1.1a Xeta Y

0 (Xo ) < [0 (X, )M, < [ o (¥, ) dM @) < (¥, ).
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L’inégalité (17) est donc vérifiée. On obtient les relations (18) & partir
des inégalités ci-dessus en suivant le schéma.de la proposition 1.2. Si on
suppose de plus X p-régulire, on a alors

¢Wmhﬂy¢ﬂ%mJ<MKﬂ
Ceest le résultat (19) qui est donc établi. Le théoréme est démontré.

2.3. Dans cette section, nous enonc;ons et demontrons des corollaires du
theoréme 2.1. : .

2.3.1. COROLLAIRE 2.3:1.-Soient X et Y deux f.a. gaussiennes centrees continues -
en probabilité sur un espace polonais (T, d); soit de plus p unc probabilité
sur T. On suppose que pour tout couple (s,t) d’éléments de T, on a

dy(s, 1) < dy(s,t), ox(s) < ay(s).
On suppose aussi que X * est p-reguliére. On a alors -
Xt W) < @YY, p).

Démonstration. (@) Démontrons d’abord le corollaire en supposant
que T est fini. Complétons alors T par un élément supplémentaire a et sur
T= Tu{a} définissons deux fa. gaussiennes X et ¥ prolongeant X et Y
et nulles en a. Soit m-un_élément de .//z’(p); on a

Ej'XJ'dm = ZE[X(t)m(t)]+E[X(a)m(a)]

ol la probabilité m(w, dt) est deﬁme sur T par
Vte T, m(w,t) = m(o, t)I(x(m)>0,, m(w, a) = m(w) {t X(cu t) < 0}.

Si on note 7 l'espérance de i, on a donc EjX +dm (X, n. Le
théoréme 2.1 étant applicable a X et ¥, on a aussi EfX¥dm < (¥, .
Par ailleurs, la restriction de 7 4 T étant majorée par u, a tout élément
m de # (ji), on peut associer un élément m de .4 (u) majorant sa restriction
a4 T en posant

‘m=m _‘f_—m{ b

On a alors :

| E|¥im=YE[Y*@m@®] <E[Y*dm.
T

Et ﬁnale'rhént ' v L

o(X*, = supE_fX*dm supEjY'drﬁ supE_[Y*dm = (p(Y‘“,u)

M (n M (u) M (u)

Ceest le resultat dans le cas particulier o T est ﬁm
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" (b) L’extension  au cas général s’opére suivant: le méme schéma qu'en
2.2.5 puisque X * est alors supposée p-réguliére. - :
2.3.2. COROLLAIRE 2.3.2. Soit X f.a. gauissienné centrée continue en probabilité
sur un espace polonais (T, d). Soient de plus u une probabilité sur T et A
une v.a. de loz JV(O 1). On pose a(t) = ax(t). On a alors -

(s, W < X, p), e(7a, u) ¢(X+,u)

Sl de plus | X]| est u-regulzere on a aussi

X1 < 90X, +2:/20G7 0, )

_ Demonstratlon Comme precédemment il suffit de prouver ces 1negalltes
lorsque T.est fini. Les deux premiéres formules résultent”de Iapplication
du théoréme 2.1 et du ‘corollaire ‘2.3.1 aux fa. gaussiennes Ao et X.

Prouvons la derniére affirmation. Sur le produit Tx (1, 2), nous définissons
deux vecteurs gaussiens centrés U et V a partir d’'un couple (4,, A,) de
va. indépendantes de lois (0, 1) en posant

UE)=Xx0, -V, 1) = X(t)+Ala(t)f
U@ = X, V(2= +XO+ho02.

Les coéfficients ont été choisis de sorte ‘que 'dy soit majoré par dy,
puisque :

1

B 1 5,2) = o2 (@) 400 (s)’-FZy ©9,
d2(t. 15 5,2) = 362 (1) +362(5) =2yt 5),
Soit alors me ./ (u); Ej' |X|dm peut sécrire

o Z E[U(t, 1)m(t)11(x(z)>oﬂ+ Z E[U(t,'2)'rﬁ(t)’l(x(,')<_0)], |

y(t,‘s) < q_(t).a(s). :

* Nous deﬁmssons alors une probabilité p sur Tx(1, 2) i partir des
espérances ‘des coéfficients de U dans ces sommes et nous appllquons le
théoréme 2.1: :

E[|X|dm < 9,0 < o(V, D

maintenant tout élément m de 4 (ﬁ) définit, par regroupement sur T, un
element m de # (u) et on a donc R

oV, < o(X, W) +2/20 (4 o, ).
En comparant les deux derniéres inégalités on obtient le résultat. '

Le corollaire ci-dessus montre I'importance pour les evaluatlons generales
du calcul de ©(Ao,p) et de (A" o, p). ’ :

2.3.3. PrROPOSITION 233 Soient T un espace polonais, ¢ une fonctzon
continue sur T a valeurs positives ou nulles et i une probabilité sur T. on
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suppose { adp < 00; soit de plus A une v.a. de loi A (0, 1). Dans ces conditions,
Ao et At a sont p-régulicres et on a

Pt e, p) < 10ja(t)\/ln(1+ Ay

)du(t)
a(t) \/ln (1+

Dcmonstratlon (a) leons £ >0 et construisons une partltlon finie
et mesurable S ={s;;1 <j < n} de Ttelle que -

)dy(t) < 10 [¢ (Ao, p)+ [ adyu] .

~V] <n, (s t)es; X s; =|o(s)— a'(t)l < g; : jadu < s

Sy -

On ma_]ore 1mmed1atement pour tout ¢lément m de .#(p) les dlﬂ'erences
lEdem—E_[Xydmyl X =1%0 ou X = Jo, )

par 2e. La régularité de A* o et de 4o en resulte

(b) Pour obtenir la premiére inégalité, on utilise l’espace d’Orllcz (E,N)
associé a P(dw) et exp (x?) muni de sa norme d'Orlicz. Soit (E', N’) son
dual; on obtient pour tout élément m de . (p):

E [J4l [ odm] < N () N’( J odm).
N(2) est inférieur & 2 et N'(| odm) se majore ([1], p. 59) par

(1) \/ 111_‘(1 + J,"G(;L ) du(t),

(¢) ‘Démontrons la deux1eme inégalité. On peut supposer que o sépare
le support de u; nous posons

'oo ’ >2
VueR, di(u) = \/12—1: 'j" exp (—%)dar,
ViteT,F(t) = pu{s: o(s) = o(t)}.

Nous définissons une v.a. 1 = 1(w) en posant

» z(m) =te F(t) < Poi(w) < sup F(s‘).,.~

a(3) > a(t)

cest le ‘résultat.

de sorte que 1 a pour 101 W On calcule facilement la loi de (: /1) et donc
Pespérance de [a va]. On obtlent

10E [a' MA] = a’(t)u(t) \/ln (1 +7(7f) -3 ; G(t_)#(t)-
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On en déduit le résultat puisque Pinégalité. de Cebitev implique .

(t)\—f odp.

Remarque. En utilisant ’espace d’Orlicz associé sur T a4 u et exp (x?),
on déduit ([1], théoréme 5.1.2) de la proposition 2.3.3 les formules

29 o(i* o, 1) <2N'(6), N'(0) < 30 [@(Ao, W)+ | odu].

.24, Regularlte de fonctions aleatonres gaussiennes. Les résultats precedents
ne donnent pas un champ d’application suffisamment vaste au théoréme 2.1.
Si par exemple p est portée par un ensemble dénombrable, la conclusion (18)
de ce théoréme semble nécessiter' des conditions restrictives de régularité
pour X; nous montrons maintenant que de telles restrictions sont inutiles.
Plus généralement:

TuEOREME 2.4. Soit-X une f.a. gaussienne centrée sur un espace polonais
(T, d); soient de plus p une probabilité sur T et (A, keN) une suite croissante!
de parties mesurables de T. On suppose que {odu est fini et que les
hypotheses suivantes sont verifiées: -

() lim (49 = 1,

(i) VkeN, I, -X est p-réguliere,

(iii) Vme # (p), E | |X|dm < o0

ou’ )

(iii') VkeN, 14, -|X| est p-régulidre.

Dans ces conditions, X est aussi u-réguliére. .

La démonstration de ce théoréme utilisera plusieurs lemmes que nous
énongons et démontrons maintenant.

24.1. LEMME 24.1. Soient X une fa. gaussienne continue en probabilité
sur un espace polonais (T d), p une probabilité sur T et A une partiei
mesurable de T. Nous notons 1,-X la fa. gaussienne sur T définie par

X() sited,
0 ~ sinon.

I,-X ()= {

On a alors o(I4- X, p) < 51[e (X, W+ | odu]. v

Démonstration. Nous supposons que u(4) est inférieure 4 1 et que!
@ (X, p) et | adp sont finis. Nous appliquons la proposition 1.1 4 la partition,
formée par A et son complémentaire; €valuant cp(X #, Uy) A partir de la
proposition 2.3.3, nous obtenons

I 5 P (u, v)dpu)dp(v).

(30) - 10[eX,w+ [odu] > / (A)
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Par 'aiHeurs, pour tout élément m de . (4), le calcul de Tintégrale
§ I4-Xdm utilise seulement la restriction de m'd A et si I'on pose

1 A
n‘1=IA-m+——m(1 1)
| s
alors m est aussi un élément de J/l(y) et on a donc
: l-m(4) . _ ’ '
31) ... EVI de X, W+ . Xdu ||.
31) 5,4 t/)( 1) ‘ [I—M(A) TL u]

Puisque 1—m(A) est compris entre zéro et un et E[1—-m(A4)] est égal
4 1—pu(A), un lemme classique majore le dernier terme; on obtient

1 -
_ d d
5\/ln 1--pu(A) (T\A)jxj(T\A)Nu & u(u) o

Les, formules (30) et (31) donnent al()rs le résultat.

24.2. LEMME 24.2. Soient X une f.a. gaussienne centrée continue en
probabilité sur un espace polonais (T,d) et u une probabzlzte sur T. On
suppose que @ (X, u) est ﬁm On a alors

lim sup \/ In odu = 0.
e~>0 ﬂ(A)<g “(A) £ .

_ Démonstration. Des hypothéses, il -résulté ‘(proposition 2.3.3) que o
| appartient au dual de lespace d’Orlicz associé sur T 4 u et a exp (x?);
la conclusion traduit alors une propriété générale de cet espace. Détaillons

en notant pour tout entier k: 4, = An{o <k} et By=An{oc >k}.Ona

t - ‘ 1 . -
N(O'I_Bk)<3a£ka. ln< W })du,i

le dermer membre tend vers zéro quand k tend vers Plinfini. Fixons ¢ > 0
et choisissons k-de sorte N’ (aI Bk) soit inférieur 4 /2. Maintenant, on
a aussi - ’

| —'_r—
N'(oly) < kN’ (L) < k() \/ (1 +ﬁ)

Choisissons donc 5 > 0 de sorte que

1 €
0<t < t 14—} <=
< n= \/ln(+t> K
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on aura alors

' 1
p(d) < n= I odp < N(IA){N,(UIAk)+N,(GIBk)} S—F——¢,
| Jn 1/p(4)
Cest le résultat.

2.4.3. LeMME 2.4.3. Soit X une f.a. gaussienne centrée sur un espace polonais
(7, d); soient de plus u une probabilité sur T et (A,, ke N) une suite croissante
de parties mesurables_de T. On suppose’ vérifiées les hypothéses (i) et (iii) du
théoréme 2.4. On a alors

lim (I, -X, 1) = (X, p).
'Dﬂé;r'lonstration. L’inégalité (31) implique

_— odu.
1—p(4y) T\IA;,

Utlhsant si (X, w est fini, l’hypothese (i) et le lemme 242, on en
déduit

(32) s lim sup ¢(IA,, X, < tp(X h)-

VkeN, ¢(IA X, 4 < qo(X u)+5\/

" - Inversement, pour tout elemcnt m de .//{(u), on a

VkeN,E | Xdm < (P(IAk X, u)+E [ 1X|dm.
- T4
Les hypothéses (i) et (iii) impliquent que le dermer terme tend vers zéro
quand k tend vers Iinfini, on a donc :

(33) » (X, pu) <sup E [ Xdm < lim inf oLy X, p).

M)
Les inégalités (32) et (33) impliquent le résultat.

244. Démonstration du théoréme 2.4. (a) Montrons d’abord que si
- @(do, p) est infini, alors X est régulier. En effet, utilisant le dual (E’; N')
" de I'espace d’Orlicz associé 4 u et & exp (x?), la proposition 2.3.3 implique
que, pour tout M > 0, il existe une partie compacte K de T telle que
-N' (oIg) > M. Fixons &> 0, il existe une partition finie et mesurable
={5,1<j< n+1} de T telle que

Vie[l,n],d(s;) < e, N’(aZIsj) > M
1

On constate alors que 30 [o Xy, o)+ fodu] > M —¢. Ceci montre que
sup ¢ (X, uy) n'est pas fini, X est donc régulier. o
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(b) Dans les conditions du théoréme, supposons les hypothéses (i), (ii)'
et (iii) vérifiées et @ (io, p) fini. Le lemme 24.2 implique alors

(34) S lim \/ In — odp = 0.
k~+oo 1—p(A4y) T\IAk . .
Fixons ¢ > 0; la relation (34) et le lemme 2.4.3 montrent qu’il existe un
entier ko tel que

. PR ,v,f- 8 ﬁ__—l . X 8 .

X, p) <ol X, +——, \/lnm ' odp < —,

X, 1) < oy, X, 1) =A(A) T\L p< 3
Il existe -aussi’ (hypothése (ii)) une partltlon finie et mesurable 5" de T .
tell que '

(O(IA,‘ X)y,ﬂy) (L, - X, u)— 3/3

comme le premier membre de cette inégalité est une fonction croissante de
&, on peut supposer que & contient une partition du complémentaire de -
Ay, et méme, puisque (I . -X) est constant dans ce complémentaire, que
C’est un élément de & de sorte que (I Ay -X), et (X), ne différent que du
seul terme correspondant. On a alors : -

— | . odu.
1 ”(Ako) T\:“i‘ko )

- En regroupant ces 1nega11tes on obtient ¢ (X, y) < ¢ (X, us)+e, X est
donc régulier. : ,
(c) Dans les conditions du théoréme, si les hypothéses (1) (11) et (iii') sont
verlﬁees le corollaire 2. 3 2 et la proposition 2.3.3 permettent de ecnre
(VkeN, oLy -1X], 1) < 300 [o(,,- X, u)+Jcrdu]

On en déduit que siiéup cp‘(I 4, X 1) est ﬁm, l’hypothese (111) est 'vériﬁée

(p((IAto 'X)S”! M‘?’) < (P(_Xy? ﬂ.y)'f‘ \/1

de sorte que (b) montre que X est régulier. Si, au contralre sup (p(I Ay’ X, w

est 1nﬁm “alors sup o (U, FRED. ¢ uy) I'est aussi, et on montre comme en (b)

que X est aussi reguher Le théoréme est prouvé.

2.4.5. COROLLARE 2.4.5. Soient X une fa. gauss:enne centrée continue en
- probabilité sur un espace polonals (T, d) et y. une probablllte sur T. On suppose
fodu < co. '

(2) Supposons que u soit a support denombrable alors X est u-réguliére.

(b) Supposons. que, pour tout ¢ > 0, il existe une partie mesurable AdeT
telle que
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(by) p{d) > 1—e,
(b,) la restriction de; X a A a p.s. ses trajectoires continues. o :
Alors toute version séparable de X est p- reguhere ‘

Eléments de’ démonstration. Le corollaire résulte du théordme en
remarquant dans le cas (a) que I,-X ‘est u-réguliére pour toute partie finie
A de T et dans le cas (b) en utilisant le théordme 14 dans une suite
croissante de compacts. s : |

3. LES EVALUATIONS

3.1."THEOREME 3.1. Soient X unme fa. gaussienne centrée continue en
probabilité sur un espace polonais (T,d) et p une probabilité sur T. Pour
tout éléement t de T et tout u > 0, on pose

(35) B(t,u) = {s.eT: dy(s, t) € u}-, a(t) = inf {aelf: uB(t,a) = 1}.

On suppose que : N | o ‘ 1

; L ' () a(t) 1 ‘ ‘
(36) I(X, ) = jdu(t){a{t) \/log <1+j. du>+ j;.\/log (l+m>du}

est fini.
Dans ces conditions, toute version séparable X' de X est u-regulzere et
on a

(37) o (X', 1) < 200 1(X, ).

3.1.1. On remarquera que la majoration (37) utilise deux termes dont le
premier est naturel puisque la proposition 2.3.3 montre quil est nécessairement
fini si (X, u) I'est. L’introduction du second terme sera justifiée par la
suite dans certains cas. On remarquera aussi que 1’hypothése (36) se recopie
plus simplement si o () est fini.

~ 3.1.2. Démonstration. (a) L’hypothése implique qu’il existe une sulter
pos1t1ve (a,,,neN) tendant vers zéro telle que

&y - 1
Z":j'dp(t)?‘ ‘(‘; log <1+m) du < OO

Pour tout ¢ > 0, il existe alors un nombre C tel que

. | N "fsn 1 : v |
(38) ,u{t. ;2 b[ log <l+m) du < C} > 1—e.
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En appliquant le corollaire 2.4.5 (b), on en conclut ([1], théoréme 6.2.1)
la régularité de X'

(b) Supposons X separable et mesurable En adaptant la construction

de [1], théoréme 6.1.1, nous associons a tout é&lément ¢ du support de
u la série

_ Xdp X@W-X@) , .
3 B(tj:z(t)) uB(t, a(t)) ) { §§—— du, v) O, (t; u, v)duw)du (U)} ,‘
avec - ) o
IBI"BZ (u U) IBIXBZ (U u)
9,, d
t; u, U) (B (B,) (u u)
ou

B, = B(t,%) ef " B, = B(t,;—k(_gf).

Le théoréme 6.1.1 de [1] et la propriété (38) impliquent que, pour tout
¢ > 0, il existe une partie 4 de T sur laquelle la série converge uniformément
p.s. vers X telle que de plus p(4) > 1—e. Ceci suffit pour majorer ¢ (|X]|, p)
a partir des valeurs associées aux différents termes de la série. On a-

(¢ i ) o
TRir Al <2 Xld . <2 odu.
¢<B(t£(t)) ﬂB(t,a(t)) # (p(.“ |dp, p) j‘ 1

On majore les termes suivants en utilisant I'espace d’Orlicz associé

4 exp (x?) sur @ xTxT muni de P@u® p et Pespace associé a x /log (1+x)
sur Tx Tx T muni de u®u®y On obtient :
K3
#:l < \/_3— NI(Bk)n

d

) t) ~oa® .. .
A \/ tog <1+ (8. a2 S'adu) )

et par sulte ' -
© o a(t) ‘ _
; : "0, < 18 j|: 'i \/log <1+ (jad,u)uzB(t,u))du]d#(t)’

on en déduit facilement (37) puisque l'inégalité de Cebiée\_l montre

Xw-X@

S—Zaa 160 60 65 w, ) du 1) du (),

a(t) < 20(0)+2 [ o(s)du(s),
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et donc

j'a(t)\/log<1+ a(t) )d ) < 6j'a(t)\/log(1+ (d) )du(t)+2j'adu.

Le théoréme est prouvé.

3.2. Minorations de ¢ (X, u). Les méthodes de minoration de Esup X
ne se transposent pas directement a @ (X, u). En effet, elles utilisent des
partles suffisamment éparpillées de T qui risquent de porter trés peu la
mesure u. Nous avons explicité précédemment deux minorations dans le
cas indépendant ([2], exemple 2.3) et dans le cas ultramétrique ([3], 1.2).
Utilisant le théoréme de comparaison (théoréme 2.1), nous pouvons énoncer

32.1. THEOREME 3.2.1. Soient X une f.a. gaussienne cenirée continue en
.~ probabilité sur un espace polonais T et p une probabilité sur T; soit de plus
F = {s, ke[l, K]} une partition finie et mesurable de T. Dans ces conditions,
on a

- (39) Z\/log (1+ )) [} [lnfd(s Nldu(t) < ZOq;o(X,,u)‘.
: (5

tes €S

Demonstratlon-. _Nous utilisons les notations de 1.1; de'phIs pour tout
K

choix u appartenant a [[s,, nous définissons Y sur u en posant

1 o
inf d (u,, )] A,
7 l \/5 [s¢sk (k )] k '
ou (/lk,ke[l;K]). a pour loi 4 (0,1)X. Le théordme 2.1 permet d’écrire
o(Y,u) < ¢(X,u,). On sait aussi ([2], exemple 2.3) que I'on a

vke[l, K], Y(u) =

1 ko 1 '
(p(Ya H’u) 2 F ; H’(sk) (\/log (Sk) _1) U(Y(uk))

La proposmon 1.1 donne alors le résultat. .

- 3:2.2. THEOREME 3.2.2. Soient X une f.a. gaussienne centrée sur T egal
a@ R ou & un intervalle de R et u une probabilité sur T. On suppose que
X est séparable et mesurable et que la distance associée a X est croissante
en le sens suivant:

@0) (s, 6,5, )T s <§ < F < tody(s, 1) < dy(s, ).

Dans ces conditions, avec les notations du théoréme 3.1, pour que ¢ (X )
soit fini, il faut et il suffit que I(X, p) le soit et on a

@1) 2-10*9 (X1, 1) > (X, ).
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323.R emarque 3.2.3. Nous avons déja utilisé les f.a. gaussiennes 4 distance
croissante au sens (40) dans un travail précédent [3]. On notera en particulier
que puisque X est séparable, ’ensemble :

{teT: lim sup dy (s, t) > 0}

est au plus dénombrable ([3], lemme 2.2.1a). On notera auss1 que pour
tout élément ¢t de T la relation (40) implique

- lim 11m a'X(s u) =0, limlimdy(s,u) = 0.
“slt o oult sttt ul: ‘
Pour démontrer le théoréme, nous utiliserons quelques lemmes que. nous

énoncons maintenant; dans ces lemmes, nous supposons que T contient 0.

3.24. Lemme™ 3.2.4. Sous les hypothéses du théoréme, pour tout nombre
positif a, on peut recouvrir T par une partition finie ou dénombrable
dintervalles (I, ke Z) telle que '

@) I3 = B0, a), .

(ii) VkeZ dy () <

(i) k—1 > 1=>dX(Ik,I“) )

Démonstration. La construction est la sulvante I} étant ﬁxe par (i),
on détermine, pour tout k > 0, I; en fonction de I;_;, en posant

b - sup Iy, si Iy, n'est pas vide,
k-1 = . :
+ 00 sinon,

et en distinguant I'alternative suivante:
si b,_, appartient 4 If_,, alors on pose.

B ={t > by lim dy(s,t) L a};
; sibg—1
si, au contraire, b, n'appartient pas i IZ_,, alors on pose

= {t = bk>_1: dx(bk—lat) < a}'

Par ailleurs, pour tout k < 0, I? est construit symétriquement en fonction
de If, . Par construction, la suite est formée d’intervalles successifs disjoints
vérifiant (i), (11) et (iii) de sorte que nous aurons démontrer le lemme si
nous montrons quelle recouvre T et plus spécialement T R*. Notons que’
la ‘suite (b, k > 0) est croissante et ne peut &tre finalement stationnaire
que si, & partir d’un certain rang ko, I? est vide ce qui d’aprés (42) implique
que T est fermé a droite par b,, et donc que les (If, k < ko) recouvrent
TAR*. Notons aussi -que la sulte (bk,k > 0) ne peut pas converger vers
b dans T, on auralt alors

hm 11m dy(by; b)) =2 a, lim hm dy(s, t)
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ce qui contredirait (42). Dans ces conditions, la seule possibilité' restante
est celle ou la suite (b,) diverge dans T; T est alors ouvert a droite et
" les intervalles (If, k > 0) recouvrent T. Le lemme est démontré.

3.2.5. LemME 3.2.5. Soit (4,, neN) une suite gaussienne normale. Utilisant
les notations 3.2.2-3.2.4, nous construisons sur T une seconde f.a. gaussienne
centrée Z en posant . ' _

2= T C-Vinly, ok V= {te Y 11

nez kez

" Nous supp_osbns que @(X ,;4) est fini, alors @(Z, p) Pest aussi et on a

3 o(Z,p < 9[0-\/10g(1+j odi )

Démonstration. Notons d’abord que, pour tout élément ¢t de T, la
convergence p.s. de la série Z du cdté (n < 0) ne pose pas de probléme
et que I'hypothése (i) du lemme 3.2.4 montre que les termes du coté (n > 0)

: sont nuls dés que C-2" est superleure a dy(0,t) puisqu’alors T appartient
a I§?". On a dailleurs

?(Z, W) < 3 C-2' swp E[4Im{d 0, > C-2}]

nez . me. # (1)

et donc, en utilisant les espaces d’Orlic_:z habituels,

: 3 ) ) . 1
(P(Z, F’-) < \/‘3— ”EZZZ Cﬂ[dx(o’ t) > C2 ]\/IOE (1+ u[dx(O, t) > C-2"] )

Ceci fournit

g 1
?(Z,H) $\/? (f) ll[dxv((),t)‘> u]\/log (1"" 1[dy 0,0 > u] >du

Pest (proposmon 2.3. 3) le lemme est demontre

3.2.6. Nous demontrons maintenant le théoréme. Nous supposons que
(p(X 'u) est fini et nous utilisons les éléments mis en évidence dans les lem-
mes 3.2.4 et 3.2.5. Bien entendu ¢ (X +Z, p) est fini et nous allons utiliser la
structure partlcullere de X+Z et le théoréme 2. 1.

Soit C un nombre positif; nous notons &, la’ partltlon de T définie
par {I{ ?", ke Z}, 7, 1a partition de T engendrée par {%,, k > n} dont I'un des
éléments est B(0, C-2"). Nous notons A une suite normale sur {J,,neZ} et
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n, Papplication canonique de T dans Z,. Nous définissons une f.a. gaussienne

centrée U sur T en posant

U= Y C2'Am@)+ ¥ C-2"i(r, ().
n>0 ns0
T y(t) #7,,(0)

On peut comparer les distances définies par U, X et X+Z. Notons, en
effet, ny = ny(s,t) le. plus grand des entiers n tels que 7, sépare s et t.

(44) | S C2M0 < dy(s, ) £ 4/8/3C-27°,
@) Ay, ) < C-2"Y dyia(s ) = C-2"

En particulier on en-déduit dy (s, t) ~/ 3dy+z(s, 1), desorte que le
théoréme 2.1 implique

4s) - o, 1) < /33 o (X+Z, 1.

Nous pouvoris maintenant minorer ¢ (U, y) en utilisant le méme schéma
qua l'alinéa 3.3.2 de [2], avec des précautions supplémentaires puisqu’ici
U n’a pas de diamétre borné et ne contient pas de terme associé
a m,(0), n > 0. Nous obtenons

nezZ €T p+1 HEF"

15U, = ) C2" Y Y (\/log ) l)u(u),.

N S e NP
+ u# B(0,C-2M),n>0

et, par conséquent, en développant:

neZ ’ ted p (t)
t#B(0,C:2M,n>0 .

"j"*'—-‘-—-- —|Zl+\/10g <1+m):lnezz C- 2" 1 {d(O t) >C: 2" 1}

Des calculs élémentaires donnent alors

46 ) - 1 dsup(C,d(0,1)) 1
Sp(U,p) > —fdu) | flog{l+——)du—
46) 150U, 0 > - fdut) ] og( +#B(t,u))du

15U, p) > >y c.71 Y A‘\/log<1+—>_r()v—' .
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Posant alors C = 3a(0), ol a(0) est défini par (35), on a
a(f) < 4sup(C,d(0,1), uB(0,2C) > 1,

et, par conséquent,

a(t)

- .
jdu ) _[ \/log (1 +m) du < 609 (U, )+9 | a‘(i)‘_du(t)_.

-~ Le resultat sensu1t en appliquant 2.3.3, (43) et (45); le théoréme est
prouve. . :

. 3.2.7..CorOLLAIRE 3.2.7. Soient X une f.a. gaussienne centrée sur T egal
a R ou a un intervalle de R et y une probabilité sur T. On suppose que
X est séparable et mesurable et que sa distance est croissante au sens (40)
et bornée sur T. Dans ces conditions, pour ¢ (X, p) soit fini, il faut et il
suffit que l’intégrale

Jdu(@®§ \/logm du
s0it finie.

" Démonstration. La suﬂisance résulte du théoréme 3.1; la nécessité se
déduit de Iinégalité (46) en prenant pour C le diamétre de T.

3.3. Remarques finales. Initialement, ce travail visait & mieux comprendre
l'introduction des probabilités  u dans les majorations et les minorations de

la loi de sup X -associées a4 une fa. gaussienne X sur un espace polonais T.

Ce but est atteint puisque les majorations (théoréme 3.1) et les minorations
(théoréme 3.2.2) présentées ici analysent exactement en fonction'de p les
majorations et les minorations precedemment connues ([1], [3]) pour E sup X.

 L’outil "essentiel est le remarquable théoréme 2.1 qui élargit le champ des .
propriétés de monotonie des vecteurs gaussiens. On peut espérer qu’il- existe
un énoncé du méme genre utilisant a la place de I'hypothése uniforme (16)
des hypotheses spécifiquement liées 4 u! On notera par ailleurs que I'étude
des versions réguliéres des f.a. gauss1ennes (théoréme 2.4 et corollalre 2.4.5)
introduit le probléme suivant:
Soient X une f.a. gaussienne centrée séparable et mesurable sur un espace °
polonais T et u une probabilité sur T. ECI‘IVOHS deux proprletes suivantes:
(a) o (X, p) est fini; :
(b) pour tout ¢ > 0, il existe une partle mesurable 4 de T sur laquelle
la restriction de X a p.s. des tra_]ect01res continues vérifiant p(A4) > 1—¢.
Quelles relatlons lient les’ proprletes (a) et (b)"
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