Wstep do matematyki R
Lista zadan nr 13 (na ¢éwiczenia 24.01.2025).

Cwiczenia
1. Niech R bedzie relacja rownowaznosci na niepustym zbiorze X. Udowodnij, ze | X/g| < | X].
2. Pokaz, ze obraz zbioru przeliczalnego wzgledem dowolnej funkcji jest zbiorem co najwyzej
przeliczalnym. Czy to samo mozna powiedzie¢ o przeciwobrazie?
3. Niech P = {2n : n € N}. Wskaz zbior X C N taki, ze [PNX| = |X \ P| = [N\ X| = N,.
Odpowiedz uzasadnij.
4. Udowodnij, ze funkcje f,g: N x N — N zadane wzorami

fn, k) = WHROEHD 4 g g, k) = 272k + 1) — 1
sa bijekcjami.

5. Zbior A jest nieprzeliczalny, a zbior B przeliczalny. Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru A\ B?

6. Zbiory A i B s mocy continuum oraz B C A. Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru A\ B?
Zadania

7. Pokaz, ze ponizsze zbiory sg co najwyzej przeliczalne.

(a) NU (N x N).

(b) N\ (N x N).

() (@x2)\ (@ N).

(d) Zbior A wszystkich kot na ptaszcezyznie o srodkach w punktach o obu wspotrzednych wymiernych
promieniach, ktorych dlugoséé jest liczba wymierng.

(e) Zbior parami roztacznych kwadratow na plaszcezyznie.

(f) {D CN:|N\ D| < Rg}.

(g) Zbior wielomianéw jednej zmiennej o wspolezynnikach catkowitych stopnia 5.
(h) {yeR:(Fzr eN)y=Inz}.

Ktoére z tych zbioréw sa przeliczalne? Ktore moga by¢ przeliczalne?

1

8. Jak duzej mocy moze by¢ rodzina parami roztacznych podzbioréw zbioru liczb naturalnych?

9. Niech f: R — R bedzie zadana wzorem f(z) = sinz. Podaj przyktad zbioru A C R, takiego ze
|f7HA]| = Ro. Odpowiedz krotko uzasadnij.

10. Udowodnij, ze nastepujace zbiory maja moc continuum.
(a) A x B, gdzie A ma moc continuum, a B jest przeliczalny.
(b) P(Z).
(c) Koto na plaszczyznie, o srodku w punkcie (0,0) i promieniu 1.
(d) Okrag na plaszczyznie, o srodku w punkcie (0,0) i promieniu 1.
(e) {{z,y) eR*:2€QVyeQ}
(f) {AeP(Z):NC A}.
(g) {ACN:0€ A}
(h) {(z,

{{z,y) € (0,1) x (1,400) : 2¥ € Q}.

umiemy powiedzie¢ o mocy ponizszych zbiorow? OdpowiedZ uzasadnij.

11. Co
) QUI0, 1].
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d) Zbior wszystkich niemalejacych funkcji f : N — N.
e) Zbior wszystkich nierosnacych funkeji f: N — {0, 1}.

12. Jaka jest najwicksza mozliwa moc lancucha w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (P(N), C) 7
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