
Wst¦p do matematyki R

Lista zada« nr 13 (na ¢wiczenia 24.01.2025).

�wiczenia

1. Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci na niepustym zbiorze X. Udowodnij, »e |X/R| ≤ |X|.
2. Poka», »e obraz zbioru przeliczalnego wzgl¦dem dowolnej funkcji jest zbiorem co najwy»ej
przeliczalnym. Czy to samo mo»na powiedzie¢ o przeciwobrazie?

3. Niech P = {2n : n ∈ N}. Wska» zbiór X ⊆ N taki, »e |P ∩ X| = |X \ P | = |N \ X| = ℵ0.
Odpowied¹ uzasadnij.

4. Udowodnij, »e funkcje f, g : N× N → N zadane wzorami
f(n, k) = (n+k)(n+k+1)

2
+ k i g(n, k) = 2n(2k + 1)− 1

s¡ bijekcjami.

5. Zbiór A jest nieprzeliczalny, a zbiór B przeliczalny. Co mo»na powiedzie¢ o mocy zbioru A \B?

6. Zbiory A i B s¡ mocy continuum oraz B ⊆ A. Co mo»na powiedzie¢ o mocy zbioru A \B?

Zadania

7. Poka», »e poni»sze zbiory s¡ co najwy»ej przeliczalne.
(a) N ∪ (N× N).
(b) N \ (N× N).
(c) (Q× Z) \ (Q× N).
(d) ZbiórA wszystkich kóª na pªaszczy¹nie o ±rodkach w punktach o obu wspóªrz¦dnych wymiernych

i promieniach, których dªugo±¢ jest liczb¡ wymiern¡.
(e) Zbiór parami rozª¡cznych kwadratów na pªaszczy¹nie.
(f) {D ⊆ N : |N \D| < ℵ0}.
(g) Zbiór wielomianów jednej zmiennej o wspóªczynnikach caªkowitych stopnia 5.
(h) {y ∈ R : (∃x ∈ N) y = lnx}.

Które z tych zbiorów s¡ przeliczalne? Które mog¡ by¢ przeliczalne?

8. Jak du»ej mocy mo»e by¢ rodzina parami rozª¡cznych podzbiorów zbioru liczb naturalnych?

9. Niech f : R → R b¦dzie zadana wzorem f(x) = sinx. Podaj przykªad zbioru A ⊆ R, takiego »e
|f−1[A]| = ℵ0. Odpowied¹ krótko uzasadnij.

10. Udowodnij, »e nast¦puj¡ce zbiory maj¡ moc continuum.
(a) A×B, gdzie A ma moc continuum, a B jest przeliczalny.
(b) P(Z).
(c) Koªo na pªaszczy¹nie, o ±rodku w punkcie ⟨0, 0⟩ i promieniu 1.
(d) Okr¡g na pªaszczy¹nie, o ±rodku w punkcie ⟨0, 0⟩ i promieniu 1.
(e) {⟨x, y⟩ ∈ R2 : x ∈ Q ∨ y ∈ Q}.
(f) {A ∈ P(Z) : N ⊆ A}.
(g) {A ⊆ N : 0 ∈ A}.
(h) {⟨x, y⟩ ∈ (0, 1)× (1,+∞) : xy ∈ Q}.

11. Co umiemy powiedzie¢ o mocy poni»szych zbiorów? Odpowied¹ uzasadnij.
(a) Q ∪ [0, 1].

(b) [0, 1] \
{

1√
n
: n ∈ Q \ {0}

}
.

(c) R2 \ (R \Q)2.
(d) Zbiór wszystkich niemalej¡cych funkcji f : N → N.
(e) Zbiór wszystkich nierosn¡cych funkcji f : N → {0, 1}.

12. Jaka jest najwi¦ksza mo»liwa moc ªa«cucha w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym ⟨P(N),⊆⟩ ?


