Wstep do matematyki R
Lista zadan nr 11 (na éwiczenia 10.01.2025).

Cwiczenia

1. Dany jest zbior czesciowo uporzadkowany (X, <) oraz A,B C X i a € X. Zapisz
symbolicznie ponizsze zdania (wolno uzy¢ m.in. symboli X, A, B, a, <1i <, nie wolno: { ,sup).

(a) W zbiorze X nie ma elementu minimalnego.

(b) Zbior A jest ograniczony w X.

(¢) Zaden element zbioru B nie ogranicza z dotu zbioru A.

(d) Zbior B jest zbiorem wszystkich elementéw minimalnych w X.

(e) Istnieje element najwickszy w zbiorze A, ktory nie jest elementem najwickszym w
zbiorze B.

(f) @ jest nieporownywalny ze wszystkimi elementami maksymalnymi w zbiorze A.

2. Narysuj diagramy Hassego podanych zbioréw czesciowo uporzadkowanych (X, <). Okresl
elementy minimalne i maksymalne (ew. najmniejsze i najwieksze).

(a) X =P(Y)\{0,Y}, gdzie Y = {1,2,3,4}, A< B< AC B,

(b) X ={neN:n<15}, z <y < zly,

(c) X={neN:7<n<21}, z<y< |y,

(d) X ={0,1,2} x {0,1}, (z,a) 2 (y,b) @ x <yAa<b.

3. Podaj przyktady zbiorow czesciowo uporzadkowanych (X, <) majacych ponizsze wlas-
nosci. W przypadkach, gdy zbiory te sa skorniczone, postaraj sie, by relacja < traktowana
jako zbiér miata jak najmniej elementow.

(a) W X sa dwa trzyelementowe tanicuchy i jeden trzyelementowy antylancuch.

(b) X ma sze$¢ elementow oraz w X jest jeden element maksymalny, dwa elementy mini-
malne oraz dwa czteroelementowe tancuchy

(c) W X sa dokladnie trzy elementy minimalne i doktadnie dwa elementy maksymalne oraz
kazdy element minimalny jest polaczony z pewnym elementem maksymalnym czteroelemen-
towym tancuchem (tzn. jest tanicuch, do ktérego oba te elementy naleza).

(d) Zbior X jest szescioelementowy, sa w nim doktadnie dwa elementy minimalne i doktad-
nie dwa elementy maksymalne i nie ma czteroelementowego tancucha.

(e) Zbior X ma nieskoriczenie wiele elementow i doktadnie dwa elementy maksymalne, w
tym jeden minimalny.
Zastanow sie, ktore z tych porzadkéw moga wystepowaé w postaci (A4, | ) dla pewnego A C N.

4. Podaj przyktad porzadku na zbiorze N, ktory

(a) jest liniowy

(b) ma nieskoniczony antylancuch
i w ktorym kazda liczba nieparzysta jest wieksza od kazdej liczby parzystej. (Uwaga: to sa
dwa osobne zadania.)



Zadania

5. Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (R?, <), gdzie <, jest standardowym porzad-
kiem produktowym na R2.

(a) Wybierz konkretne (xg,yo) € R?\ {(0,0)} (czyli swoj ulubiony nietrywialny punkt na
plaszczyznie...) 1 narysuj zbior elementéw z nim poréwnywalnych.

(b) Sprawdz, dla jakich parametrow a,b € R prosta y = ax + b jest laficuchem w tym
porzadku.

(¢) Niech A = {(z,y) € [0,2]* : 2z +y < 2}. Wyznacz kres gorny i dolny zbioru A oraz
elementy maksymalne i minimalne w A (o ile istnieja, bad7 uzasadnij ich nieistnienie). Czy
w zbiorze tym jest element najwickszy badZ najmniejszy?

6. Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (R? <)), gdzie =<, jest porzadkiem na R?
zdefiniowanym warunkiem

(z,y) =p (a,0) < (z,y) = {a,b) V (r <a Ay <b).
Wykonaj te same polecenia, co w zadaniu 5.

7. Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (R? <), gdzie <; jest standardowym porzad-
kiem leksykograficznym na R?. Wykonaj te same polecenia, co w zadaniu 5.

8. Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (NT x R, <), gdzie
(x,y) 2 {(a,b) & zla Ny <D

(a) Wyznacz kres gorny zbioru {2, 4,6}
(b) Wyznacz zbior elementow poroéwnywalnych z (2, 2).
(c) Podaj przyktad nieskonczonego antytancucha w N* x R.

9. Niech X bedzie zbiorem wszystkich przedzialow otwartych na prostej (niezdegenerowa-
nych). Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (X, <), gdzie

I J<I=JVsupl <infJ

(a) Czy istnieje J € X taki, ze (0,1) < J < (1,2)?
(b) Czy w P((—00,1)) N X istnieje element maksymalny?
(c) Podaj przyktad nieskonczonego antytancucha w X.

10. Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (NY) <) gdzie < jest porzadkiem zbiorze NV
zadanym warunkiem

f=ge (WneN)f(n) <g(n).

(a) Niech g, 01 € NN beda zadane wzorami ¢g(n) = 0,p1(n) = 1. Czy istnieje funkcja
Y € NN taka, ze oy < 10 < 7 Jesli nie — uzasadnij dlaczego, jesli tak — wyznacz zbior
wszystkich funkcji o tej wlasnosci.

(b) Wyznacz elementy najwieksze, najmniejsze, maksymalne oraz minimalne w zbiorze

(NN <),



