Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 2, lato 2024 /25

816. Funkcja ciagta f:RR—R jest dwukrotnie rézniczkowalna na zbiorze R\ {1}, a jej pochodna

drugiego rzedu jest dana wzorem
f"(x)=6x+6  dla xeR\{l}.

Ponadto wiadomo, ze f(z)=x dla z € {—1, 0, 2}. Wyznaczy¢ f(3).

Rozwigzanie:
Poniewaz

d> /5 2

a funkcjami o drugiej pochodnej réwnej 0 sa funkcje liniowe, funkcja f na zbiorze R\ {1} jest
okreslona wzorem

?+32°+Az+B dla x€(—00,1)
fz)=

P +32°+Cx+D dla z€(1, +00)

Przy tym ciagtos¢ funkcji f w punkcie 1 wymaga istnienia granicy w tym punkcie, czyli zgodnosci
wartosci okreslonych podanymi wyzej wzorami dla z =1. Musi wiec zachodzié¢ réwnosé

A+B=C+D. ()
Warunki f(z) ==z dla x € {—1, 0, 2} sprowadzaja sie odpowiednio do
—1=2-A+8B, ()
0=08, (@
2=204+2C+D. (M)

Rozwiazanie uktadu otrzymanych czterech réwnan (&), (&), (©) i (#) prowadzi do
A=3, B=0, C=-21, D=2,

Ostatecznie

2% +32° + 37 dla ze€(—o0, 1)
fz)=

23 4+320° 21 +24 dla x€[l, +00)
Zatem f(3)=15.

817. Funkcja f:R — R jest rézniczkowalna na calej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
f(x) =2t =822 +16.
Ponadto wiadomo, ze f(—3)=—3. Wyznaczy¢ f(3).
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
2?—4 dla x€(—o0, —2)

fla)=vVat =82 +16=1/(22—4)*=[a" —4|={ 4—2° dla 2€[-2,2)

7 —4 dla x€[2, +00)

Lista 20R - 315 - Strony 315-318



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 2, lato 2024 /25

Wobec tego
3

%—43:—1—01 dla z€(—o0, —2)
3
f(z)= 43:—?%—02 dla ze[-2,2)

3

%—4x—|—C’3 dla z €2, +00)

Ciagtos¢ tak okreslonej funkcji f w punktach —2 oraz 2 wymaga odpowiednio spetnienia na-
stepujacych réwnosci:

3 3 16 16

§—4m+01:4x—%+02 dla x:—2, czyli §+Clz—§+02
oraz , , 6 6
4x—x—+02:$——4x+03 dla =2, czyi —+Cy=——+0Cj5.
3 3 3 3
Ponadto réwnos$¢ f(—3) = —3 prowadzi do

3
%_4954—01:—3 dla. z=-3, skad Ci=-6.

W konsekwencji

32 14 32 46
022014‘?—? oraz 032024—?:?
Zatem
23
3—41’—6 dla ze€(—o0, —2)
314
flz)= 435—%—1—? dla z€[-2,2)
3 46
T 4rt 2 da x € [2, +00)
3 3
Ostatecznie 53 6 37
3N)=——4-34+—=—.

818. Funkcja ciggla f: R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna, a jej pochodna drugiego rzedu
jest dana wzorem

f(@)=]z].
Ponadto wiadomo, ze f(z)=0 dla x € {1, 2}. Wyznaczy¢ f(—1).
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

—z dla z € (—o0, 0]
()=
z dla z€l0, +00)
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Wobec tego

.%‘2

—?4—01 dla z € (—o0, 0]
fi(a)= )

%—FC& dla z €0, +00)

Przy tym musi by¢ C = Cy, aby powyzsza funkcja byta poprawnie okreslona i ciggla w = =0.

Niech wiec C'=C = Cs.

Otrzymujemy
3

—x—+C’x+D1 dla z € (—o0, 0]
_ 6
f(x)_ ]}3
E—FC’erDg dla z €0, +00)

Podobnie jak poprzednio, musi by¢ Dy = Dy, aby powyzsza funkcja byta poprawnie okreslona i
ciagta w x =0. Niech dalej D= D; = Ds.

Ostatecznie ;

Y 4 Cr+D dla ze€ (—o0, 0]
_ 6
f(x) - 1'3
E+Caj~|—D dla z€[0, +00)
lub krocej
jz°
Warunki f(1) = f(2) =0 pozwalaja wyznaczy¢ state C'i D:

1

6 +C+D =0

8

6 +2C0+D = 0
Po rozwiazaniu powyzszego ukladu réwnan dostajemy C'=—7/6 oraz D = 1.
W konsekwencji

> Tx 1 7 7
=———+41 —1)==4+=-+1==.

819. Funkcja ciggta f:R — R jest rézniczkowalna, a jej pochodna jest dana wzorem

f(z)= ’x—x?" :

Ponadto wiadomo, ze f(—2)= —2. Wyznaczy¢ f(2).

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
r—2° dla x€(—o00, —1)

?—x dla z€[-1,0)

r—2° dla x€(0,1)

?—r dla r€[l, +00)
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Aby powyzsza funkcja byta poprawnie okreslona i ciggta w x=—1, =01 =1 musza zachodzi¢

réwnosci: 11 11
_— = _— = —1
571 +C4 19 +Cy (w )

OQ = Cg ($:O)

1 1
S40y = S—s40 (z=1)

1 1
2 4 4 2

czyli
1
*‘f‘Cl - 02

2
02203

1
§+C3 = 04

Ponadto warunek f(—2)= —2 prowadzi do réwnosci
4 16
“2=f(-2)= ;- +Ci=2-44+C1 =240,
skad C7 =0 i w konsekwencji Co =C3=1/2 oraz Cy=1.
Ostatecznie

z? ot
r_r 1 0, -1
7 1 dla z€(—o0, —1)
42
1
T2 4l da re[—1,0)
) a2y
f(m)_ 2 4
£—£+1 dla z€l0, 1)
2 4 2 ’
4 2
%—%—1—1 dla z€][l, +00)
Zatem 6 4
f2)=——=-+Cy=4-2+1=3.
4 2
Odpowiedz: f(2)=3.
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