Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Zadania do oméwienia' na éwiczeniach w czwartek? 30.01.2025.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami !!!
15. Wz6ér Taylora.

Przypominam wzoér Taylora w zerze z uzyteczng dla niektérych zadan postacia reszty:

Fa) =3 It g (o)
i=0 L
gdzie g jest funkcja gtadka, czyli C*°, czyli majaca ciagle pochodne wszystkich rzedéw w otoczeniu
zera. Oczywiscie musimy zalozy¢, ze funkcja f jest gltadka w otoczeniu zera, ale to na ogdt jest

prawda w przyktadach, ktore spotykamy na swojej drodze.

Ogoélna, nieco bardziej sformalizowana, wersja wzoru Taylora w tej postaci wyglada nastepujaco:
Niech f bedzie funkcjg gltadka w otoczeniu punktu xy. Wowcezas dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje taka funkcja g, gtadka w otoczeniu x, ze dla kazdego x odpowiednio bliskiego® x zachodzi

rOwnos¢ ®
1) =3 T8 o)t () o).
k=0 :

Do tego trzeba dodaé nastepujace spostrzezenia®:

Po pierwsze:

.
—2x" =nl!
dz™
Po drugie, dla k£ >n:
dk
a0

I wreszcie po trzecie:

Wobec réwnosci p
. (2" h(x))=2""1 (n-h(x)+x-HW(z))
x
przez indukcje mozemy udowodnié¢, ze dla k <n istnieje taka funkcja hy, ze
dk n n—
@ b)) =" ()
a to ma w zerze warto$¢ zero. Stad wniosek, ze dla gltadkiej funkcji h oraz k <n zachodzi
dk
ok (@"-hx))| =0,

=0

gdzie przez F(z) rozumiemy F'(a).

Tr=a

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
2Cwiczenia w poniedzialek 3 lutego 2025 beda mialy charakter przedegzaminacyjnych konsultacji powtérzenio-
wych. Wtedy mozna tez bedzie wyjasni¢ ewentualne watpliwosci, jakie pozostana po oméwieniu tej listy.
3Sformutowanie ”Dla kazdego 2 odpowiednio bliskiego g ...” mozna sformalizowaé jako:
Istnieje takie § > 0, ze dla kazdego = € (xg—9, xg+9) ...
4Dla uproszczenia te spostrzezenia sa sformutowane dla zg =0.
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Zbadad, czy funkcja f okreslona podanym wzorem ma ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum
czy maksimum lokalne) w podanym punkcie x.

2

719. f(x):ex—x—%, 2o=0

2 3

720. f(x)zem—x—?—g, xo=0

721. f(z)=sinz—In(l+z), xo=0
722. f(x)=2cosz+In <1+x2), rg=0
723. f(x)=arctgx—x, x90=0

724. f(x) :arctg:v—g, ro=1

725. Funkcja f:[a, ) = R ma w przedziale D; = [a, b] ciagle pochodne do rzedu trzeciego
wlacznie (na konicach przedziatu ma pochodne jednostronne réwne odpowiednim granicom jedno-
stronnym odpowiednich pochodnych).

a) Czy funkcja f ma w punkcie a ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy maksimum
lokalne), jezeli:

i) f/(a*) >0

i) f'(a*) <0

iii) f/(at)=0, f’(aT)>0

iv) f/(a*) =0, f"(a*)<0

V) f(at) = f"(a*) =0, f"(a*)>0
vi) f(a) = f"(a*) =0, f"(a*)<0

b) Czy funkcja f ma w punkcie b ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy maksimum
lokalne), jeZeli:

vii) f/(b7) >

viii) f'(b )<0

ix) f'(b) =0, f"(b7)>

x) f'(b7)=0, f"(b7)<

xi) f'(b7)=f"(b7) =0, f”’(b_)>0
xii) f/(b7) = f"(b7) =0, f"(b7) <0
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726. Dobra¢ takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, aby funkcja f okreslona wzorem
f(@)=v1+z+ax+ba’+cz®
speliata warunek
f(0)=f"(0)= f"(0)=0.
Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jedli tak, to jakie?

727. Dobrac taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
fx)=In(1+z)+e " +az®
speliata warunek
f"(0)=0.

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jesli tak, to jakie?

728. Dobra¢ taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
fle)=In(14+2z)+a-e”
miata w zerze (lokalne) ekstremum. Jakie to ekstremum?
729. W zadaniach 729.1-729.10 funkcja f; jest okreslona wzorem
fe(z)=2"In(1+2).

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego
warto$¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

729.1. fI(0)=......... ... 729.2. f1"(0)= ... ...
729.3. )= ... 729.4. fO0)= ...
729.5. f(0)= ... ................ 729.6. fi0(0)= .. .. ...
729.7. f(0)= ... 729.8. A0 = ...
729.9. f(0)= ... 729.10. fO(0)= . ...
730. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
flx)= z2-e”.
Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fAV0)=...... b) fA90)=...... c) fO0)=...... d) f®0)=......
731. Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem
flx)=a" €.
Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fW0)=...... b) fO0)=...... c) fA9%0)=...... d) fA0)=......

732. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
flz)=2'"".¢".

Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fO0(0)= . .. b) FIODO0)=..... ) fU0)= ... d) a9 (0)= ...
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733. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
f(z)=sin’z.

Poda¢ warto$é pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fW0)=...... b) fO0)=...... c) fO0)=...... d) f®0)=......
734. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
z-In(1+4x)

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartos¢ pochodnej odpowiedniego
rzedu funkcji f w zerze.

a) f(ll)(()) = ..... b) f(12)(0) - c) f(13)(0) _ d) f(14)(0) _
735. Niech f(x) — e Obliczy¢ f202)(0) i f2021)(().
736. Dobrac takg liczbe rzeczywistg a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(@)=In(1+2)+e " +ar®
speliata warunek
f///(o) —0.

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jesli tak, to jakie?

737. Dobra¢ taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(z)=sin <a:3) +a-sin (ZL’5)
speliata warunek

F9(0)=0.

738. Przy okazji reguty de I’'Hospitala rozwigzywalismy takie oto zadanko:

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
€3 —e2 —In(1+x)

flz)= x?
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwiazaé powyzsze zadanie korzystajac ze wzoru Taylora i przy okazji obliczy¢ f”(0), f(0)
oraz f™(0).
739. Przy okazji reguty de I’'Hospitala rozwigzywalismy takie oto zadanko:

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2re™* —In (1+42x)

flz)= @’
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla x#£0

Rozwiazaé powyzsze zadanie korzystajac ze wzoru Taylora i przy okazji obliczy¢ f”(0), f(0)
oraz f4(0).
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