Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

667. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

flx)=Inz—x.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:

f6)+ f(18) czy  2-f(17) 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
/ _— e —
oraz . .
1 _ -
f (.Z')— x2+4.x3/27
skad nieréwnos$é f”(x) >0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 1 0
2 + 4. q3/2 =Y
1 1
4.q3/2 - 22’
V>4,
x>16.

Zatem f jest Scisle wypukta w przedziale [16; +00), skad

f(w);f(y)>f(x;y)’

czyli

r+y
f@)+ 1) >2-f (*7)
dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y > 16.
W szczegolnosci

f(16)+ f(18) >2- f(17).

668. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
flx)=Inz— Jx.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wigksza:
f(89)+ f(91) czy  2-£(90) 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
/ s —

f (‘/L‘) - T 3 .xz/g
oraz . 5

1! _ -

f (I)_ CE2+9'J}5/37
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skad nieréwnosé¢ f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom

1 2

_ﬁ+9~x5/3

2 1
9.15/3 <ﬁ’
13 9

<7
27

<0,

T

9% 729
—=—=091,125.
x<23 3 91,125

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale (0; 91,125), skad

@)+ <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich z,y < 91,125.
W szczegdlnosci

f(89)+ f(91) < 2- f(90).
Uwaga: Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze

£(89) + £(91) ~ 0,036809335389

oraz

2. £(90) ~ 0,036809847546 ,

co wydaje sie skutecznie odbiera¢ wszelka nadzieje na rozwigzanie zadania poprzez bezposrednie
szacowanie kazdej z podanych liczb z osobna.

669. Niech f: (0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inz.
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:
f(61)+ f(63) czy  2-f(62) 7

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna drugiego rzedu danej funkcji:
1 2
/ — -
1 2
I - = =
f(.l’)— 4'%3/2—’_1’2.

Nastepnie wyznaczamy przedziaty wypuktosci/wklestosci funkcji f poprzez rozwiazanie nier6wno-
sci f"(x)>0:
1 2
Tagnt el
2 1
227 4o

8>+/1,

Lista 14R - 279 - Strony 278-293



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

xr <64,

co oznacza, ze f"(x) >0 dla z € (0, 64) oraz f"(z) >0 dla z € (64, co). W konsekwencji funkcja f
jest $cisle wypukta w przedziale (0, 64) i Scisle wklesta w przedziale (64, 0o).

Poniewaz f jest Scisle wypukta w interesujacym nas przedziale (0, 64), dla dowolnych réznych
liczb rzeczywistych z i y nalezacych do tego przedziatu zachodzi nieréwnosé

f(m)+f(y)>f(:c+y) |
2 2

bedaca najprostszym wariantem nieréwnosci Jensena. Przyjmujac x =61 oraz y =63, a nastepnie
Mnozac powyzsza nierdwnosé przez 2 otrzymujemy

f(61)+ f(63)>2- f(62) .
Odpowiedz: Liczba f(61)+ f(63) jest wieksza od liczby 2- f(62).

670. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inz.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wigksza:
f(65)+ f(67) czy  2-f(66)?

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna drugiego rzedu danej funkcji:
1 2
, s —

1 2
1 - -
f(r)= 4-3:3/2—'—:752'

Nastepnie wyznaczamy przedziaty wypuktosci/wklestosci funkeji f poprzez rozwiazanie nier6wno-
ci f"(x)>0:
2
Tagn Tl
2 1
2 L
8>z,
r <64,

co oznacza, ze f"(xz)>0dla z € (0, 64) oraz f’(x)>0 dla x € (64, c0). W konsekwencji funkcja f
jest $cisle wypukta w przedziale (0, 64) i Scisle wklesta w przedziale (64, 00).

Poniewaz f jest $cisle wklesta w interesujacym nas przedziale (64, co), dla dowolnych réznych
liczb rzeczywistych x i y nalezacych do tego przedziatu zachodzi nierownosé

f(:c)+f(y)<f <x+y> 7
2 2

bedaca najprostszym wariantem nieréwnosci Jensena. Przyjmujac x =65 oraz y =67, a nastepnie
mMnozac powyzsza nierOwnos¢ przez 2 otrzymujemy

F(65)+ f(67)<2- f(66).
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Odpowiedz: Liczba f(65)+ f(67) jest mniejsza od liczby 2- f(66).
671. Rozstrzygnac, ktéra z liczb jest wieksza:
arctg 10042-arctg 103+ 3-arctg 106  czy  6-arctg 104 7

Rozwigzanie:

1
Rozwazmy funkcje f dang wzorem f(x)=arctg z. Poniewaz jej pochodna f'(z) = 1 jest ma-
x
lejaca na przedziale (0, +00), funkcja f jest na tym przedziale $cisle wklesta.
Zatem na mocy nierownosci Jensena dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich zq, x-
i x3 oraz dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich aq, as i az spetniajacych warunek a;4+as+az=1

zachodzi
[ (a1 +agwy+azxs) > ay f (w1) +aof (v2) +asf (x3)
co dla z1 =100, xo =103, 3 =106, a; =1/6, ay =1/3, a3 =1/2 prowadzi do nier6wnosci

f(100) | f(103) , f(106)

F(104) > = 3 5

gdyz wowczas

100 , 103 | 106 100+2-103+3-106 624
T B — 2104,
6 3 2 6 6

Mnozac udowodniona nier6wnosé stronami przez 6 i podstawiajac f(x)=arctg x otrzymujemy
6-arctg 104 > arctg 10042 - arctg 103+ 3 - arctg 106 .

11+ a9x9+asxrs =

Uwaga:
Bezpoérednie wyliczenia pokazuja, ze

arctg 1004 2-arctg 1034 3-arctg 106 ~9,367060

oraz
6-arctg 104 ~9,367087 .

Réznica miedzy poréwnywanymi liczbami jest wiec zbyt mala, aby mozna sobie wyobrazi¢ ich
porownanie bez uzycia komputera przez oszacowanie kazdej z nich z osobna.

672. Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wigksza:
arctg 3+arctg 5+2-1n4 czy In3+1In5+2-arctg4.

Rozwigzanie:
Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem f(x)=arctg x —In z. Wowczas
1 1
, —_— _—

oraz f
—2x 1 =242 4222 +1 2% (2 —2)+a*+22°+1

—— 4+ — =

(x2+1)> 22 22 (2241)? 22 (2241)
co na pewno jest dodatnie dla x >2. Wobec tego funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale (2, +00).
Na mocy nierownosci Jensena otrzymujemy wiec

oy < SO0

f'(x) =

J
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co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom:

2f(4) <f3)+f(5),
2arctg4—2In4 <arctg3—In3+arctg5—In 5,

2arctg4+1In3+1In 5 < arctg 3+arctg 5+2In4.

Odpowiedz:
arctg 3+arctg 5+2-1n 4 > In3+Inb5+2-arctg4.

673. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

fla)=eV",

gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:

f6)+f(8) czy 2-f(7)7

Rozwigzanie:
Roézniczkujac dwukrotnie funkcje f w przedziale (0, +00) otrzymujemy
3 x
F)=s
3.q2/3
oraz , ,
() = e Ve 2.V

9.24/3  9.45/3"
skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
eVe 2.V
0.74/3  9..5/3 <0,
23 <2 ,

T<8.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 8], skad

f@)+ 1) <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych nieujemnych x,y <8.
W szczegolnoscei

f(6)+f(8) <2 f(7).

Lista 14R - 282 -

Strony 278-293



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

674. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

4
fl@)=e,
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wigksza:
F(79)+ f(81)=39,79911... czy  2-f(80)=39,79911... ?

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
b1
flx)=eV" 4. 3/4
oraz
f”(x):e%- 11 _e%.ize%.ﬁ
4-a3/4 4. g3/ 16-27/4 16-27/4’
skad nieréwnosé f”(z) <0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
a/t-3<0,
/<3 ,
r<8l.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 81], skad

f(m)—gf(y) <f(w;ry) |

czyli
f@)+ 1) <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y € [0; 81].
W szczegblnosci

F(79)+ f(81) < 2- f(80).

675. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=+vz—10lnx.

Rozstrzygnac, ktoéra z liczb jest wigksza:
f(1600)+ f(1602) = —67,54267816... czy 2-f(1601)=—67,54267816... 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 10
!
x)= - —
oraz . 10
" - e
f (JZ)— 4'$3/2+I’27
skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 10 0
4. g3/2 + 22 <Y
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1 10
4.x3/2 >ﬁ’
V> 40,
x> 1600.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [1600; 4+00), skad

f(ﬂf);f(y) <f(ar42ry) |

czyli

@)+ 1) <2 (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich z,y > 1600.
W szczegdlnoscei
f(1600) + £(1602) < 2- f(1601) .

676. Niech f(z)= /22 +432. Rozstrzygnaé, czy liczba
£(36,001) = £(36001,/1000) ~ 12,0001666666667

jest mniejsza czy wieksza od

72001 1
— =124+ —-~12,0001666666667 .
6000 * 6000 ’
Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
2z

3- (22 4432)**

OE
o 2 822 6- (2 +432) 82
3- (22443277 9-(a2 44327 9-(224432)°°  9-(224432)°°
622 +6-432 — 822 —22%+2-362 2-(—m2+362)

9- (2244327 9.(224432)"% 9. (22+432)"
dla = > 36, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [36, 0o).
Zatem wykres funkcji f dla x> 36 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
36. Poniewaz f(36) =12 oraz f'(36)=1/6, dla x > 36 zachodzi nieréwnos$¢ f(x) <12+ (z—36)/6 i
w konsekwencji

f(x) =

0,001 1 72000 1 72001
6 6000 6000 6000 12

Odpowiedz: Wartosé f(36,001) jest mniejsza od 72001/6000.

£(36,001) <12+
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677. Dowies¢, ze nierOwnosc
(n+1)>""3 <n?. (n+3)"+3

zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej n > 0.

Rozwigzanie:
Po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e dana w zadaniu nieréwnos¢ przybiera postaé

3-f(n+1)<2-f(n)+ f(n+3), (#)

gdzie f(r)=x-Inx dla x>0. Poniewaz f'(z)=Inz+2=Inz+1 oraz f"(z)=1/x >0, funkcja f
jest $cisle wypukta w przedziale (0, +00), skad wynika nieréwnosé

£(5rotgy) <5 f@+50W

prawdziwa dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x, y. W szczegdlnoéci dla z=n
oraz y =n+3 otrzymujemy

f<§-n+;-(n—|—3)> <2 fm) 5 fnt3),

czyli

fr+1) <5 f)+ 5 f(n+3),

a to po obustronnym pomnozeniu przez 3 daje nier6wnosé (#).

678. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W(x) o wspélezynnikach rzeczywistych, ze
funkcja f:R — R okreslona wzorem

0 dla <0
fl@)=4 W(z) dla 0<z<l1
x dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:
Niech
W (z)=az’ +ba* +ca’ +dx* +ex+g.
Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w zerze, musza zachodzi¢ warunki
W(0)=Ww'(0)=W"(0)=0,
skad
1 w konsekwencji
W (z) = az’ +bx" +cx®.
Dwukrotng rézniczkowalnosé funkcji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
W1)=w'(1)=1  oraz  W"(1)=0,
co wobec
W'(z) =5ax* +4bz® + 3cz®
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oraz
W"(z) = 20ax® +12bx* + 6¢x

prowadzi do uktadu réwnan

a+b+c = 1
ba+4b+3c = 1
20a+12b+6¢c = 0
ktory ma rozwigzanie a =3, b= —8, ¢c=6.

Odpowiedz: Wielomianem speiajacym warunki zadania jest W (z) = 32° — 8z 4 623.

679. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (z) o wspoélezynnikach rzeczywistych, ze
funkcja f:R — R okreslona wzorem
—1 dla z<-1
flz)=¢ W(z) dla —-l<z<1
1 dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:

Niech
W(z)=az’ +bz* +ca’+da* +ex+g.
Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie —1, musza zachodzi¢ warunki
W(-1)=-1  oraz  W'(-1)=W"(-1)=0.
Dwukrotna rézniczkowalnosé funkeji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
W(l)=1 oraz W'(1)=w"(1)=0,

co wobec
W'(x) = 5az* +4bx® + 3ca® 4+ 2dx +e

oraz
W"(z) =20ax® +12bz* + 6¢x + 2d

prowadzi do uktadu réwnan

—a+b—c+d—e+g = -1
a+b+c+d+e+g =
5a—4b+3c—2d+e
Sa+4b+3c+2d+e
—20a+12b—6¢+2d
20a+12b+6¢+2d = 0

Dodanie stronami réwnan pierwszego i drugiego, odjecie trzeciego i czwartego, dodanie piatego i
szostego daje po uproszczeniu

Il
co o~

(1)

b+d+g = 0
20+d =0
6b+d = 0
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Stad tatwo otrzymujemy b=d=g=0. W konsekwencji uktad réwnan (1) po uproszczeniu przyjmuje
postac

at+c+e = 1
S5a+3c+e = 0
10a+3¢c = 0

Rozwiazaniem tego uktadu jest a=3/8, c=—-5/4, e=15/8.

Odpowiedz: Wielomianem spetniajgcym warunki zadania jest
325 — 1023+ 152

W p—
(«) X
680. Niech -
e —1
dla z#0
flz)=
A dla =0

a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?
b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczy¢ f”(0).

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
h
_ f(m)—f0) | SHE—-A - 1-Ah
/ pr— p— h p—
FO=™ =i =i e

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec zastosowac

0’
regute de I’Hospitala.

h—0 2h
A

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz I_T, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=1. Wowczas mozemy

po raz drugi zastosowaé regute de I’'Hospitala.
PO =lim S~
o2 2
W celu obliczenia pochodnej drugiego rzedu w zerze musimy najpierw obliczy¢ pierwsza po-
chodna poza zerem:
e r—e+1
fa)=——7F—.

7 definicji pochodnej otrzymujemy

) =f0) 12 het 1l

h 0 h ~hly h3 :
0
07

X

1 — 1
f7(0) = lim
Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’Hospitala.

mozemy wiec zastosowac

el h+et—el—h e"-h—h eh—1
" — |5 =1 ——
/ <0)_f13£% 3h?2 _flffé 3h?2 flﬂ% 3h
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Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec ponownie
zastosowac regute de I’'Hospitala.

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =11 wéwczas f'(0)=1/2 oraz f"(0)=1/3.

681. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g: R — R zdefinowanej wzorem
glx)=2"+ux.
Podaé¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalng (catkowita dodatnia) mniejsza od
100, a w liczbg wymierna, spetniajace réwnanie

ffn)=w.
Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wigkszy od 100, nie musi by¢ zapisany w postaci dzie-
sietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb dziesietnych lub
poteg).

, 20 20 5 160 160
['R)==——3 = reT)

—_— = = — — ”34 = =
63 216 54 7(34) 813 312

682. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem
3
x
g(x) = 3T
Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej drugiego rzedu
funkcji f w trzech podanych punktach.

14
f(i) — 14 f”<3> —_4/125 £7(12) =—3/500
683. Niech funkcja f:IR— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g: R— R zdefinowanej wzorem
3
g(z)= % +2z.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej drugiego rzedu
funkcji f w czterech podanych punktach.

5=z (Y)=um ras=—epsm () =1m

684. Niech
flz)=Vz3+5.

Rozstrzygnac, czy liczba
£(3,01)= f(301/100) ~ 2,003375

jest mniejsza czy wigksza od

16027 27
—— =24+—=2,003375
8000 * 8000 ’

Rozwigzanie:
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Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy

3z?
fll@)=————35
@) 5-(2345)"/°
oraz
6z 362 30z (2 4-5) 36z

f/lx: _ — _ —
(@) 5-(z3+5)"°  25-(2345)""  25-(a3+5)"° 25 (a3+5)"/°

30z* + 1502 — 36z* 150z — 62* 6z - (25— 2?)
9/5 9/5 — 95 <
25-(2345) 25-(2345) 25-(23+45)

dla z > /25, skad wynika, ze funkcja f jest écigle wklesta w przedziale [\3/ 25, oo), zawierajacym
przedzial [V/27, 00) = [3, 00).

Zatem wykres funkcji f dla x > 3 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
odpowiadajacym x = 3. Poniewaz f(3) =2 oraz f'(3) =27/80, dla z > 3 zachodzi nier6wnos¢

27-(x—3)

1 w konsekwencji

27-0,01 27
=2+

3,01) <2 .
f(3,01) <2+ 80 8000

Odpowiedz: Warto$¢ f(3,01) jest mniejsza od 16027,/8000.

685. Niech
flz)= Va3 +5.

Rozstrzygnaé, czy liczba
£(4,08) ~ 2,36

jest mniejsza czy wicksza od
f(4)+0,027~2,36

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
f(x) = 3—x2
5-(2345)"°
oraz
6 362 30z (2°+5) 362

f//x: _ — _ —
(@) 5-(x345)"° 25 (a3+45)°°  25-(a3+45)"°  25.(a3+45)"°

302* +1502 —362* 150z —6z*  6x-(25—2a?)
25-(x3+5)"°  25-(2345)"°  25-(a3+5)"°

dla z > /25, skad wynika, ze funkcja f jest $ciéle wklesta w przedziale [\3/25, oo), zawierajacym
przedziat [\3/ 27, oo) =3, 00), a funkcja f’ jest w tym przedziale malejaca.
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Zatem wykres funkcji f dla x >4 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
odpowiadajacym = =4. Poniewaz f'(4) < f'(3) =27/80, dla x > 4 zachodza nieréwnosci

27-(x—4
F(@) < 7+ £ (o~ < ey + 227D
i w konsekwencji
27-0,080
f(4,08) < f(4)+T = f(4)+0,027.
Odpowiedz: Warto$é f(4,08) jest mniejsza od f(4)+0,027.
686. Niech
f(2) = Va® =5
Rozstrzygnaé, czy liczba
£(2,1) = £(21/10) ~ 3,30
jest mniejsza czy wieksza od
% 345 ~3.30
27 " 217
Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
Flo)=—
r)=—"——
3-(a5—-5)°
oraz
2023 502®  60a®-(2°—5) 5028

f (iﬁ): 3~(x5—5)2/3 o 9.(305_5)5/3 - 9'@5_5)5/3 _9'@5_5)5/3 =

602° —300x* —502%  102®—300z  10z*- (2°—30)
9. (a5 —5)°* 9- (2557 9-(25—5)"?
dla z > v/30, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukla w przedziale [\5/ 30, oo), zawierajacym
przedziat [\5/ 32, oo) =2, 00).

Zatem wykres funkcji f dla z > 2 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
odpowiadajacym = = 2. Poniewaz f(2) =3 oraz f'(2) =80/27, dla x > 2 zachodzi nieréwnos¢

80-(z—2)
i w konsekwencji
80-0,1 8
2,1 — =3+
f(2,1)>3+ o 3+27

Odpowiedz: Warto$¢ f(2,1) jest wieksza od 89/27.

687. Funkcja f:R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz f”(x) > 1 dla kazdej liczby rze-
czywistej x.
Dowies¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych xz, y zachodzi nierownosé
T)+ T+ r—y)?
A )2f(y)>f( 2y)+( 8y) ‘
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Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje pomocniczg g : R — R okre§long wzorem

ZL'2

o) = f() =

Wowczas dla kazdej liczby rzeczywistej x otrzymujemy
g (@)=f"(x)-1>1-1=0,

skad wynika, ze g jest funkcja wypukta. Wobec tego dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nieréwnosc

9(x)+9(y) >g(fv+y) |
2 2
co po wykorzystaniu definicji funkcji g daje kolejno:
2
f@) -2 +fw)-4% - (:Hy) (5%)
2 < a
f@)+fly) _2*+y’ >f(:c+y)_(x+y)2
2 4 7 2 g8
f@)+f(y) >f<a:+y>+x2+y2 24 2ay+y° |
2 2 4 8
r+y\ 222 4+2y% 2?4 2ay -+
o2 2 s
8 8
P R
8
f@)+ f(y) f<w+y)+(:r—8y)2,

co nalezalo dowiesé.

Wstawi¢ znak ”<” albo ”>" i udowodni¢ powstatg nieréwnos¢:
696. ¢ > 1+adlaz>0 697.¢" < 14+2rdlal0<z<]1

2
698. & > 1+x+% dlaz>0 699. ¢ < l4z+22dla0<z<l

2 g3
700. & > 1+z+3+€dlax>o

2
701. In(z+1) < zdlaz>0 702. In(z+1) > x—% dla z>0

2
703. In(z+1) < zdla ~1<z<0 704. In(z+1) < x—% dla —1<z<0

2 3

705. In(z+1) < :c—%—i—% dla x>0

R
706. In(z+1) < r—+5 dla—1<z<0
707. In(z+1) > gd1a0<x<2

708. arctg x < zdlaz>0 709. arctg x > % dlad<z<1

Lista 14R - 291 - Strony 278-293



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

2
710. sinz < zdlaz>0 711.cosz > 1—% dla >0

2 4

3
712. sinz > x—% dlaz>0 713. cosz < 1—%%—;—4 dla >0

2 3
714. sinx>—$dla0<x<g 715. sina:>—$dla0<x<%
T T

716. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(z)= ¢/22+2. Wyznaczy¢ najmniejsza
taka liczbe rzeczywista dodatnia C, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f) <C-fz—yl.
Rozwigzanie:
Pominawszy trywialny przypadek x =y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika row-
nosé
[f (@)= fW)l=lz—=yl-|f' ()],
gdzie c lezy pomiedzy x i y.
Zatem najmniejsza stala C, z ktorg prawdziwa jest nieréwno$é¢ podana w tresci zadania, jest

réwna kresowi gérnemu zbioru {|f'(x)|: z € R}.
Obliczamy pochodna funkeji f:

2z
f(x)= .
( 3-(x24 2)2/3
Zauwazmy, ze
2 207 1/3
lim f'(x)= lim —mm = lim ’ 275 =0.
z—H00 v=+0 3. (22 4-2) r=E00 3. (142-272)

Ponadto
2 8x?

3-(2242)%7 9. (22427
Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:

2 812

3. (22423 9-(a212)7
3+ (27 +2) =4a”,
6 =22,
r=+v6.
Wyliczamy wartosci funkeji f/ w miejscach zerowych jej pochodne;j:
7 (+v6) = +2-/6 lL?,~\/6_j[2-\/6 1

=+

3 () e2) BT BTG

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwicksza wartogé odpowiednio —1//6 i

1/\/6, a zatem C = 1/\/6

f(@) =
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717. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nieréwnosé

T
logyx > 5
Rozwigzanie:
Oznaczmy f(z)=log,x = % oraz g(z)= g Woéwczas
, 1
Jla)= x-In2°

Zatem funkcja f’ jest malejaca w przedziale (0, 00), skad wynika, ze funkcja f jest funkcja $cisle
wklesta.

Poniewaz f(2)=g¢(2) =1 oraz f(4)=g(4) =2, prosta bedaca wykresem funkcji liniowej g jest
sieczng wykresu funkcji f wyznaczong przez punkty odpowiadajace =2 i x =4. Odcinek tej
prostej zawarty miedzy tymi punktami jest wiec cieciwg wykresu funkcji f, a skoro f jest Scisle
wklesta, to lezy on ponizej wykresu.

Zatem f(x)>g(x) dla x € (2, 4), co nalezalo udowodnic.

718. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « € (3, 5) zachodzi nieréwnosé

7
V13 +3 < sl :
6
Rozwigzanie:
Oznaczmy
fla)=Va3+3
Roézniczkujac funkcje f otrzymujemy
, 322
fz)=

7-(23+3)%7
oraz
62 54x? 42z - (x*+3) 54x?

7.(1»3_|_3)6/7 N 49'(1'3+3)13/7 - 49‘(1.3_‘_3)13/7 o 49‘($3+3)13/7 -
422 4126z — 54zt —122'+ 1262 6x-(—22°+21)
49(3:3_{_3)13/7 49($3+3)13/7 49(,{23'3“—3)13/7

f'(@)=

/21 /21
dlaz> { 0l <3, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [ Y EX oo) zawierajacym

interesujacy nas przedziat (3, 5).
Zatem wykres funkcji f dla x € (3, 5) lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkeji f w

75
punkcie 5. Poniewaz f(5)=2 oraz f'(5) = s 1506 dla z € (3, 5) zachodza nieréwnosci®
75 1 12+ (x—5 +7
Vi +3=f(x) <f(5)+(x—5)-f’(5):2+(x—5)-—448 <2+(ac—5)-6: (6x )_ 366 ,

co konczy rozwigzanie zadania.

1Po drodze nalezy uwzglednié, ze liczba 2 —5 jest ujemna.
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