Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Kolokwium nr 7: éroda 29.01.2025, godz. 8:30-10:00, materiat zad. 1-718.

Zadania do oméwienia! na éwiczeniach w poniedzialek 20.01.2025,
czwartek 23.01.2025 i poniedzialek 27.01.2025.

Zadania nalezy sprébowacd rozwigzaé przed ¢éwiczeniami !!!

14. Pochodna drugiego rzedu i wypuklosé funkcji.

667. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

f(x)=Inz—/z.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
f(16)+ f(18)  czy  2-f(17) 7

668. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

f@)=lnzr—Yz.

Rozstrzygnac, ktoéra z liczb jest wieksza:

f(89)+ f(91) czy  2-f(90) 7

669. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inz.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
f(61)4+f(63) czy  2-f(62) 7

670. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inx.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
f(65)+ f(67) czy  2-f(66) 7

671. Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:
arctg 1004 2-arctg 1034 3-arctg 106  czy  6-arctg 104 7

672. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:
arctg 3+arctg 5+2-1In4 czy In3+In5+2-arctg 4.

673. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

3
fl@)=e¥",
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktoéra z liczb jest wicksza:
f6)+/(8) czy 2-f(7)7

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
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674. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

4
fl)=e"",
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wigksza:
f(79)+ f(81)=39,79911... czy 2-f(80)=39,79911... 7

675. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=vz—10lnz.
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:
f(1600)+ f(1602) = —67,54267816...  czy 2-f(1601) = —67,54267816... ?

676. Niech f(z)= /22 +432. Rozstrzygnaé, czy liczba
£(36,001) = £(36001,/1000) ~ 12,0001666666667

jest mniejsza czy wieksza od

72001 1
——=124+—-~12,0001666666667 .
6000 + 6000 ’
677. Dowiesc¢, ze nierOwnosc
(n_|_ 1)3n+3 < n2n X (n+3)n+3
zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej n > 0.

678. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W(x) o wspélezynnikach rzeczywistych, ze
funkcja f:R — R okreslona wzorem
0 dla <0
flz)=¢ W(z) dla 0<z<1
x dla z>1

jest dwukrotnie rézniczkowalna.

679. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (z) o wspolezynnikach rzeczywistych, ze
funkcja f:R — R okreslona wzorem
—1 dla z<-1
flz)=¢ W(z) dla —-l<z<1
1 dla z>1

jest dwukrotnie rézniczkowalna.

680. Niech -
e’ —1

fz)=

dla z#0

A dla =0

a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?
b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczy¢ f”(0).
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681. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem
g(x)=2"+1x.

Poda¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalng (catkowita dodatnia) mniejsza od

100, a w liczba wymierna, spetniajace rownanie
fn)=w.

Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wiekszy od 100, nie musi by¢ zapisany w postaci dzie-
sietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb dziesietnych lub
poteg).

682. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowanej wzorem
3
x
g(x) = 3T

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej drugiego rzedu
funkcji f w trzech podanych punktach.

T E I T I PO

683. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g: R — R zdefinowanej wzorem
3
g(x) = % +2z.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej drugiego rzedu
funkcji f w czterech podanych punktach.

(1) ) o ()

684. Niech
flz)=Vz3+5.

Rozstrzygnac, czy liczba
f(3,01)= f(301/100) ~ 2,003375

jest mniejsza czy wieksza od

16027 27
Sl S =2
000 = 2 5000 — 2003375

685. Niech
flz)=Vz3+5.

Rozstrzygnac, czy liczba
f(4,08)~ 2,36

jest mniejsza czy wieksza od
£(4)+0,027 ~ 2,36
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686. Niech
fla)=Va5=5.

Rozstrzygnac, czy liczba
f(2,1)=f(21/10)~ 3,30

jest mniejsza czy wieksza od

89 8
— = —~3.30
27 3+27 ’

687. Funkcja f:R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz f”(x)>1 dla kazdej liczby rze-
czywistej x.
Dowies¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
T)+ T+ r—y)?
f( )2f(y)>f( 2y)+( 8y) .

Wyznaczy¢ punkty przegiecia i przedzialy wypuktosci/wklestosci funkeji zmiennej = danej wzo-
rem:

2

688. 13+ 212 +3z+4 689. % — 22+ Tr—15 690. e~ 691. sinx 692. 2+ Vx

693. Uzupetni¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a bedzie liczbg rzeczywista i niech f,g:R — R beda takimi funkcjami rézniczko-
walnymi, ze f(a)=g(a).
Jezeli dla kazdego x > a zachodzi nier6wnos¢ f’(x) < ¢'(x), to dla dowolnego = > a prawdziwa jest
nier6wnosé f(x) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego x < a zachodzi nieréwnosé¢ f’(z) < ¢'(x), to dla dowolnego x < a prawdziwa jest
nieréwnosé f(x) ..... g(x).

694. Uzupeic¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a bedzie liczbg rzeczywistg i niech f,¢g:R — R bedg takimi funkcjami dwukrotnie
rozniczkowalnymi, ze f(a)=g(a) oraz f'(a) =g (a).
Jezeli dla kazdego x > a zachodzi nieréwnos$é¢ f”(z) < g¢”(x), to dla dowolnego = > a prawdziwa jest
nieréwnosé f(x) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego x < a zachodzi nieréwnos$é f”(z) < g¢”(x), to dla dowolnego = < a prawdziwa jest
nieréwnosé¢ f(x) ..... g(x).

695. Uzupehié¢ znakami 7 <” lub 7 >":
LEMAT: Niech a <b bedg liczbami rzeczywistymi i niech f,g: R — R bedg takimi funkcjami dwu-
krotnie rézniczkowalnymi, ze f(a)=g(a) oraz f(b)=g(b).
Jezeli dla kazdego z € (a, b) zachodzi nier6wnos$¢ f”(z) < ¢"(x), to dla dowolnego z € (a, b) praw-
dziwa jest nieréwnosé¢ f(x) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego x € (a, b) zachodzi nier6wnosé f”(z) > ¢”(x), to dla dowolnego = € (a, b) praw-
dziwa jest nieréwnosé¢ f(z) ..... g(z).
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Wstawi¢ znak ”<” albo ”>" i udowodni¢ powstatg nieréwnosc:

696. ¢ .......... 1+z dlaz>0 697. " .......... 1+2zxdlal0<z<1
72
698. ¢ .......... 1+x+§dlax>0 699. ¢ .......... l4z+22dlad<z<1
2 3
700. ¢ ..., 1—|—x+%+% dla >0
72
701. In(z+1) e x dlaz>0 702. In(z+1) oo, T dla x>0
22
703. In(z+1) oo rdla—1<z<0 704. In(z+1) ..o T dla —1<z<0
x? 23
705. In(z+1) .......... x—?—k? dla x>0
x? a3
706. In(z+1) ......... x—§+§ dla —1<z<0
707. In(z+1) v §d1a0<x<2
T
708. arctg @ .......... xdlaxz>0 709. arctg @ .......... T dla0<z <1
72
710. sinx .......... z dlaz>0 711. coszx .......... 1—? dla x>0
x3 x? 7t
712. sinx .......... z——dlaz>0 713. cosx .......... l1—-—+—dlaz>0
6 2 24
) 2z T . 3x T
714. sinx .......... —dla0<z< = 715. sinx .......... —dla0<zxz<—
T 2 T 6

716. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= v/22+2. Wyznaczy¢ najmniejsza
taka liczbe rzeczywista dodatnia C, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

[f(@)=fW)| <C-lz—yl.
717. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nier6wnosé

1 > 2
08T > — .

718. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (3, 5) zachodzi nieréwnosé

7
7x3+3<x—é— )
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