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Zadania do oméwienia! na éwiczeniach w czwartek 16.01.2025.
Omawianie nalezy rozpoczaé¢ od zadania 643.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami !!!

13. Pochodne wyzszych rzedéw.

Operacja rozniczkowania przypisuje funkcji f jej pochodna f’. Jezeli dziedzina pochodnej
nie jest zbyt zdegenerowana?, mozemy do pochodnej ponownie zastosowaé operacje rézniczkowa-
nia otrzymujac pochodng pochodnej funkcji f. Tak otrzymang funkcje nazywamy druga pochodng
lub pochodng drugiego rzedu funkcji f i oznaczamy przez f”. Taks zabawe mozna kontynuowaé
dalej rézniczkujac funkcje f” i otrzymujac trzecig pochodng?® f.

Mozemy wiec napisaé

(f/)/ — f// oraz (f//)/ — f///
lub

d<df(f€)>_d2f($)_d2f(fv) d (de(fU))_d?’f(fC)'

de \ dr ) (dov)>?  da? oras dr \  da? dx?

Na przyktad dla funkcji f okreslonej wzorem f(x)=z'" mamy

f'(z)=1027, f"(z) =90z" oraz  f"(x)="7202".

W podobny sposéb mozemy zdefiniowaé¢* pochodng dowolnego rzedu® naturalnego n jako efekt
n-krotnego rézniczkowania funkcji. Przy tym pochodne rzedu wyzszego niz trzeci lub pochodne
o rzedzie, ktéry nie jest konkretna liczba, zapisujemy w postaci f(™. Tak wiec czwartg pochodna
funkeji f zapiszemy® jako f4.

Mozemy wiec przyja¢ nastepujaca definicje rekurencyjna

f(n+1) - (f(n))'

lub w innym zapisie

den . dr

d™t' f(z) _d (d” f($)>
dz" )~
W uzupetieniu do tej definicji przyjmujemy, ze funkcja jest swoja pochodng zerowego rzedu.
Oczywiscie pisanie f(©) zamiast f nie ma praktycznego sensu, ale uzycie zapisu f™ w kontekscie
n mogacego przyjmowaé¢ wartos¢ 0 bedzie przez nas w przysztosci stosowane.

! Zadania podobne do wczesniejszych mozna pomingé, jesli nie sprawiaja trudnosci.

2Formalnie rzecz biorac, to rézniczkowaé mozemy nawet funkcje, ktéra w zadnym punkcie nie jest rézniczkowalna,
— po prostu jej pochodna jest funkcja o pustej dziedzinie i owa pochodna ma kolejng pochodng o pustej dziedzinie.
Jednak chodzi nam tutaj nie o formalistyczne niuanse, a o rézniczkowanie, ktére prowadzi do czegos interesujacego.

3Przypominam, ze f’ czytamy jako ”ef prim”. Z kolei f” czytamy jako "ef bis”, a f”’ jako "ef ter”.

4To, e je sobie zdefiniujemy, nie oznacza jeszcze, ze dla kazdej funkcji beda istniaty.

5Mozemy tez powiedzieé: n-ta pochodna.

6Jesli ktog bardzo mocno chce zapisaé takie pochodne w notacji prim-bis-ter, to nie zapisujemy tych pochodnych
dodajac kolejne primy, ale imitujac zapis rzymski z malymi literami. Nie napiszemy wiec ", ale f'V, przy czym
zapis taki jest na tyle rzadko stosowany, ze nie ma ustalonych regut co do ewentualnego stawiania kropki nad ”i”.
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W kazdym z kolejnych 10 zadan zapisz w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego

wartosci trzech pochodnych funkcji w podanym punkcie.

629. fi(x)=vZ  fi(25)=........... L fIEs) = @5 =
630. folx)=z-vz  f(1/4)= ... ... LA = (e =

631. fy(x)=22-vVT  fj4)=........... L W)= W=
632. fi(x)=Iz  fi(1)= ... L= L) =
633. fs(x)=z-Vx  fi(1/2T)=......... . fraen = . )2 =

634. fo(r)=Inz  fg(2)=............ : 2= ... : M) =
635. fr(x)=xz-Inz  fi(1)=........... : P = : M) =
636. fs(r)=arctgz  fy()=........... )= L )=
637. fo(x)=arctgz  fi(2)=........... i) = L )=
638. fio(z)=arctgz  flo(3)=........... LBy = )=

W kazdym z kolejnych 4 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego wartoéci pochodnej czwartego rzedu danej funkcji w trzech podanych punktach. Jezeli
licznik lub mianownik jest wiekszy od 100, nie musi by¢ zapisany w postaci dziesietnej (moze by¢

zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb dziesietnych lub poteg).

639. fi(x)=Inzx
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643. Wyprowadzi¢ wzor na pochodng rzedu 2019 funkcji f:R — R okreslonej wzorem
f(z)=e" sinz.

Otrzymany wzoér powienien mie¢ prosta posta¢, bez znaku ”Y", z co najwyzej dwoma znakami

"+”7 i co najwyzej dwoma znakami 7 —".

644. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb rzeczywistych (a, b), ze funkcja
f:R— R okreslona wzorem

f(x)=e""-cos(br)
jest réwna swojej pochodnej trzeciego rzedu.

645. Wyprowadzi¢ wzor na pochodna rzedu 2022 funkcji
f(z)=¢€"sin (m\/§> :

Otrzymany wzér powinien mieé¢ prosta postac, nie zawierajaca zadnego ze znakéw 77 747
646. Wyprowadzi¢ wzor na pochodna rzedu 2022 funkcji

f(z)=e"sin <\%> -

Otrzymany wzér powinien mie¢ prosta postac, nie zawierajaca zadnego ze znakéw "7, 747

Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu n funkeji zmiennej x danej wzorem”:

647. In(z') 648. \/x 649. ¢/ 650. e* 651. xe”
1
652. sinbx 653. cos’x 654. r’lnx 655. In (2% —1 656, —— ——
( ) Vr+yvr+l
657, 658 L 659 L 660. —
" rta " (z+a)? " (2 +2025)2025 D4
661, 662. 663 L 664 L
T2 —1 T3 —x T b —bad4dx Dot 4 203 4 22
665. Dowiesc, ze
dn 2 2
—e" =W, (z) ",
T © (x)-e

gdzie W, (x) jest wielomianem stopnia n. Wyprowadzi¢ wzér na W, (z) w zaleznosci od W,,(z).

666. Dowies¢, ze
dn 7 7
T — n et ,
e Wo(x)-e

gdzie W,,(z) jest wielomianem stopnia 6n. Wyprowadzi¢ wzor na W, (z) w zaleznosci od W, (x).
Dowies¢, ze W,,(z) ma postaé V,, ([E7> -a*n | gdzie k, €{0,1,2,3,4,5,6}.

(w+a)

"Wskazéwka do niektérych zadan: rozlozyé funkcje na sume wyrazen postaci j_ lub
x+a
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