Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

KOLOKWIUM nr 0, 15.01.2025, godz. 8:30-10:00

Zadanie 1 3. (10 punktéw)

Wyznacz asymptoty ukosne funkeji f okreslonej wzorem f(z) = V1624 + 23 .
Rozwigzanie:

Stosujac procedure wyznaczenia asymptot ukosnych otrzymujemy:
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W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru

Wyznaczajac asymptote przy x — —oo pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac¢ zatozenie
2 <0, a w konsekwencji z = —|z| = — Vi,
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(—2-2)-(4+4)  32°

Tym razem skorzystalismy ze wzoru

st 4
(5—1)- (s2+12)

s+t=

przy s = V162 +2°>01it =2z <0, a wiec w sytuacji, gdy s—t jest dodatnie, a w konsekwencj

rozne od zera.

1
Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote uko$ng o réwnaniu y = 2z + 327 natomiast

1
w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y = —2x — 33
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Zadanie 14 (10 punktéw)
Wyznacz najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
fl@)=2"=5 ]z —1]
na przedziale [—3, 3] oraz podaj, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

r—1 dla z€ll, +o0)
[z —1]=
—z+1 dla z€(—00, 1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
f r?—b5r+5 dla zell, 3
€Tr) =
2?2 +5x—5 dla we[-3,1)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—3, 3] jest dana wzorem
2e—5 dla ze(1,3)
f(@)=
2c+5 dla ze(-3,1)

W punkcie 1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej istnienia — wy-
starczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktow, w ktérych obliczymy wartosé funkeji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku x € (1, 3) réwnanie f’(x) =0 sprowadza sie do réwnania 2z —5=0, co ma
rozwiazanie x =5/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (1, 3).

2° W przypadku x € (=3, 1) réwnanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 2x+5=0, co ma rozwiazanie
x=—5/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—3, 1).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —3 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —5/215/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: 1.

f(=3)=—11,
1
f(=5/2)=—45/4= —111 ,

f)=1,

f(5/2)= —5/ 4
f3)=

Odpowiedz:
Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejsza réwna —45/4 = —11i w punkcie

—5/2, a wartos¢ najwieksza réwna 1 w punkcie 1.
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Zadanie 1. (10 punktéw)

W tréjkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y=01ix=1
oraz krzywa o réwnaniu y = /x chcemy wpisaé¢ prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwicksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, &/a), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzcholkiem prostokata lezacym
na krzywej.

Woéwcezas pole prostokata jest rowne

Pla)=(1—a) - Ya=a®—a"8.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—07t a—1-—

a ponadto
1 9-¥a

/ — _
Pla)=g s~ 3

Wobec tego P'(a) =0 dla a=1/9, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata réwnej

p (1) 8 1 8
9) 9 V9 9-v3
8
Odpowiedz: Najwicksze mozliwe pole prostokata wynosi 0. 35
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[0, oo) — R okreslona wzorem
fl@)=In(a"+64) .
Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych nieujemnych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(@) = fy)l <4-]z—y|.
Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nieréwno$c¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci $redniej wynika rownosé
[f (@)= f) =1 ()l lx =yl
gdzie ¢ jest pewng liczba lezacg miedzy x i y. Rozwigzanie zadania bedzie zakonczone, jesli wyka-
zemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 zachodzi nieréwnosé
()| <4,
czyli
8
LYY
% +64
Nieréwnosé (#) mozna udowodnié réznymi sposobami.
Sposdb I (dla koneseréw nieréwno$ci miedzy Srednimsi):

7 nieréwnosci miedzy $rednimi geometryczng i arytmetyczng zastosowanej! do oémiu liczb 2°
i jednej liczby 512 otrzymujemy kolejno:

Y sa g S TO12
X 9 5

58 < 827 +512
X 9 )

92° <4- (27 +64) ,

co stanowi nier6wnosé¢ (#). To koriczy rozwigzanie zadania.

Liczby, do ktérych stosujemy nieréwnosé miedzy érednimi, moga wygladaé na wyciagniete z kapelusza. Podczas
prezentacji rozwiazania nie ma potrzeby sie tltumaczyé¢ z tego, dlaczego akurat takie liczby bierzemy. Ponizej
stosowne wyjadnienie.

Poniewaz naszym celem jest nieréwnosé¢ postaci

27728 <2 +64,

w nieréwnoéci miedzy érednimi trzeba wziaé liczby 2° i 64, bo takie sktadniki wystepuja po prawej (wigkszej)
stronie dowodzonej nieréwnosci, gdzie oczekujemy jakiejs sredniej arytmetycznej. Aby $rednia geometryczna (lewa
strona, mniejsza) data 28 (ewentualnie z jakim$ wspotczynnikiem), liczbe 2° trzeba wziaé o$miokrotnie. Aby jednak
po prawej stronie wyszta doktadnie taka suma, jaka mamy w dowodzonej nierownosci, kazde z oémiu wystapien z°
trzeba wziaé ze wspélezynnikiem 1/8. To prowadzi do dziewiatki liczb: osiem liczb 2°/8 i jedna liczba 64.

Jednak nier6wnosé miedzy érednimi praktycznie sie nie zmienia przy przeskalowaniu liczb (czyli przemnozeniu
przez te sama stala), do ktérych ja stosujemy. Wobec tego dla elegancji przemnazamy dziewiatke liczb przez 8
otrzymujac osiem liczb x° i jedna liczbe 512 = 29.
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Sposob II (standardowy):

Oznaczajac

- 918
T 19464

g(z)

stwierdzamy, ze

7227 (27 +64) - 8120 —9x0472.64-27  927-(512—2a7)
B (29 464) (@464 (2°464)°
Stad wynika, ze ¢’'(2) =0, a ponadto ¢'(x) >0, gdy = € (0, 2) oraz ¢'(x) <0, gdy = > 2.

Wobec tego funkcja g jest dodatnia i rosnaca na przedziale (0, 2] oraz dodatnia i malejaca
na przedziale [2, c0). W konsekwencji przyjmuje ona w punkcie 2 wartos¢ najwieksza. Poniewaz
g(2) =4, nier6wnos¢ (M) jest udowodniona.

g'(z)

Sposob III (brutalny, niepraktyczny bez wspomagania komputerowego):
Dowodzona nieréwnos¢ (#) mozemy przepisa¢ w postaci

42 — 9284256 >0,
co po roztozeniu na czynniki? lewej strony daje réwnowazng nieréwnoséé
(2 —2) (427 + 72% +122° + 202" + 322° + 482 + 642 4 64) > 0.

Powyzsza nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz obydwa czynniki po lewej stronie sg nieujemne dla
nieujemnych x.

2Trzeba zauwazy¢, ze dla x =2 zachodzi ré6wnoéé, co pozwala wykryé czynnik z—2.
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Zadanie ]. 7. (20 Punktow - zero punktéw za rozwazania, ktére nie prowadza do rozwiazania)
Niech f(z)=g(g(g(...g(g(x))...))) bedzie ztozeniem 10 egzemplarzy funkcji g zdefiniowanej

wzorem g(x) = V224 1. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

|z —y|
_ <z I
F) - f) <
Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnos¢
r—y
(@) g < 2 (s5%)

W tym celu skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a'=b' = (a*=b*)- (a®+b%) = (a—b)- (a+b)- (a®+1%) ,

ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci

4_ 34

a*—b
(a+0b)-(a®+0?) "

Przyjmujac a = v22+1 oraz b= y?+ 1, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztalcamy lewa strone
dowodzonej nieréwnosci:

a—b=

4
l9@) =gy =| a2+ 1= Yy +1 =
(z°+1)—(y°+1)
(VaZ+1+ Vg7 1) - (Va2 1+ +1)
_ |22 — 3|
(VaZ+1+ V7 1) - (Va2 + 1+ +1)
_ [z —yl- |z +y|
(Va?+1+ V2 1) (Va? T 1+ 1)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:
e 4y| < |2+ [y = Va2 + 12 < Ve + 1+ y2 +1,

[z +yl
Va2 +1+y?+1

skad

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< g = — .
Vel+1+ Y241 VO+1+v0+1 141 2
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|- |z +y| _
(Va2 +1+ V7 +1) - (Va2 + 1+ +1)
Vo + T+ V2 +1 Va2 +1+y2+1 2 2

Dowdd nieréwnosci (%) jest zakonczony.
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Niech teraz f,, bedzie ztozeniem n egzamplarzy funkcji g. Wowcezas dla kazdych liczb rzeczywi-
stych z, y zachodzi nieréwnosé

10— )| =loto) — gl < 22

a ponadto z nieréwnosci (%) oraz z nieréwnosci

o)~ Fulw)] <

wynika nier6wnos¢

fn T _fn L —
a8 = Faa )] =g (u(e)) —g (ulp)] < T 2O (20

co stanowi szkic dowodu indukcyjnego® nieréwnogci

o)~ Fall < 722

Poniewaz f = fio, otrzymujemy nieréwnos¢

le—y| |Jex—y| |z—y|
_ < = < .
(@) = F W)l < = 1024 1000

Uwaga: Na niepowodzenie skazane sa proby rozwiazania przez wyprowadzenie wzoru na f(z).
Mamy bowiem:

4
fx)= N\/¢\/\/as2—ﬂ+1+1+1+1+1+1+1+1+1

lub czytelniej

4
f@)= 14|14+ 1+ 1+J1+$1+¢1+\/1+\/1+\/1+x2.

Uwaga 2: Nieréwnos$é (k%) mozna udowodnié takze korzystajac z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci $redniej — wéwezas zamiast 2 w mianowniku mozemy otrzymaé v/2-3%/4>3.22, a w tresci
zadania® 100 000 zamiast 1000.

Uwaga 3: Dla funkcji fo mozemy otrzymaé¢ w mianowniku liczbe (\/5 3%/ 4)2 =6v3~10.3923,
podczas gdy najlepsza stata to w przyblizeniu 10.4086.

3Mozna nie méwié o formalnej indukeji, tylko uzasadnié to ciagiem nieréwnoéci z kropeczkami.
4100000 to okragta liczba uzyskana recznym szacowaniem. Z kalkulatorem dostajemy

121215 = {(\6-33/4)10} ,

jesli zalezy nam na liczbie calkowitej w mianowniku.
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