Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

1188. Funkcje f,g: R — R sg okreslone wzorami

flz)=¢" oraz g(z)=e*"
Podaj wartos¢ ilorazu pochodnych
F9(0)
9% (0)

Odpowiedz: 72

1189. Funkcje f,g: R — R s okreslone wzorami

flz)=¢"" oraz g(z)=e""
Podaj warto$¢ ilorazu pochodnych
F0(0)
g% (0) -

Odpowiedz: 6

1190. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem
flz)=e"
Podaj wartoéé f©G9(0).
Odpowiedz: 30!/15!

1191. Funkcja f:R— R jest okreslona wzorem
fla)=e"
Podaj wartosé f49(0).
Odpowiedz: 30!/10!

1192. Podaj wartos¢ granicy
99n 1

lim .
n—00 Z 1vVn2+kn
Odpowiedz: 18

1193. Podaj wartos¢ granicy
30n 1

1 )
LDy rw

Odpowiedz: 5

1194. Podaj wartos¢ granicy

) 9In n
A 2 s
k=n-+1
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Odpowiedz: 8/9

1195. Podaj wartos¢ granicy

11n 2
n
lim —.
n— oo Z k3
k=n+1

Odpowiedz: 60/121

1196. Dla podanej liczby b podaj w postaci przedziatu zbioér wszystkich takich liczb
rzeczywistych a, ze potegowy szereg zespolony
00 L3N
z

P

jest zbiezny dla z=a+ bi.
Uwaga: Istotng czescig zadania jest okreslenie przynaleznosci do przedziatu jego koncow.

2-v/2 11
a) b:O, ac [—1, 1) b) b:T, ac |:—3, 3:|
11 1 3 3

2 2 2 2 2 2

1197. Wiadomo, ze dla funkcji rézniczkowalnej f: [a, b] — R, gdzie 0 <a < b, pole
powierzchni powstatej przez obrét krzywej

{(z, f(2)): z€la, O]}

wokot osi OY (krzywa jest w plaszczyznie XY') jest rowne
b
277-/:1:~ 1+ (f'(x)) dz .

Wyznaczy¢ pole powierzchni (fragmentu paraboloidy obrotowej)
{($, Y, 2): :B2+y2:z<7} :
Wiskazéwka: Dana w zadaniu powierzchnia obrotowa powstaje przez obrét wokot

osi OZ tuku paraboli o réwnaniu z =22, 0 < <???, umieszczonego w plaszczyznie X Z.
Rozwigzanie:

Poniewaz dana w zadaniu paraboloida obrotowa powstaje przez obrot wokét osi OZ tuku
paraboli o réwnaniu z =22, 0 < z < /7, umieszczonego w plaszczyznie X Z, przyjmiemy
w podanym wzorze f(z) =22 a=0, b=+/7.

Biorac pod uwage, ze f'(x) =2z oraz wykonujac po drodze podstawienie ¢t = 1+ 4z?,
czyli formalnie dt = 8x dx, otrzymujemy:

/29 29

b V7
27r-/a:-\/1+(f’(:v))2d:v:27r-/x-\/1+4x2da::7r /\/%dt:
a 0

Z .
1
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T og32_T _

T
; ; g'(29@_1)'

Odpowiedz:

Pole danej w zadaniu powierzchni obrotowej jest rowne — (29\/ )

3
1198. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / 152 vz +1dzx podajac wynik w postaci
0

liczby catkowitej.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
t=vz+1, r=t>—1
i formalnie
dx =2t dt.

Ponadto £ =0 odpowiada t =1, a z =3 odpowiada ¢t =2, przy czym zaleznos$¢ ¢t od z jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 3] odpowiada przedziatowi

tell, 2].

Otrzymujemy
A A

/1533 Vit1de= /15 £2—1)-t-2t dt =30- /t4 #2 dt = 30 (5—3

:30~<325_1—8g1> =6-31-10-7=186—-70=116.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 116.

rdx
1199. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / P omia Pamigta¢ o uproszczeniu wy-
x? -2z
0
niku.
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy mianownik funkcji podcatkowej
1

/ rdx ; rdx /1 rdx

2_ ] 2 - 121
Jor?=2z+2 ) a?-2r+14+1 J (z—1)*+1
a nastepnie wykonujemy podstawienie

t=x—1, r=t+1

i formalnie

dr =dt.
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Ponadto =0 odpowiada t =—1, a x =1 odpowiada t =0, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 1] odpowiada przedziatowi

e[-1,0)].

Otrzymujemy
/1 :vdm /°(t+1)dt/° tdt +/° dt
S+l ) 241 24+1
0 “1 “1 %1
In(t*41) ’ "
:(n 5 )+(arctgt ):
t=—1 t=—1
Inl In2 In2
%—%—l—arctgo arctg (— 1):0—% O—TW—
B 1n2+7r
2 4
In2

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma warto$¢ ———

1

1200. Obliczy¢ catke nieoznaczong / 5
-z
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
r 1 A + B a Q
w3—12 (z—1)-22 -1
1:A-x2—|—B-(a:—1)—|—D-(x—1)-x

1=Az*+Bz—B+Dz*— Dz,

0 = A+D
0 = B-D
1 = —-B

Y

skad B=—1,D=—-11iA=1. W konsekwencji

1
/:1:3—x2_/x 1—?——d:c—lnm—l]—i—;—ln]x\+C.

1201. Obliczy¢ warto$¢ granicy (ciagu)

li < + 1 + ) +...+ K +...+ i’ )
im it ——=+ .
n=oo\nd41 n3+8 nd427 n3+ k3 n3 +8n?
Rozwigzanie:

Przeksztatcenie danej w zadaniu granicy prowadzi do
2
2n k2 1 2n (E) (1 2n k
lim 5" TN [ i (Y ~Zf<> |
K =ECE (n =11+ (%)3 o =1 AP
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gdzie

ZE2

fl@)= 1+23°
Poniewaz uzyskana granica jest granicag ciagu sum Riemanna dla funkcji cigglej f na
przedziale [0, 2] odpowiadajacych podzialom tego przedziatu na 2n przedziatéw dlugosci
1/n, mozemy zapisaé jej wartos¢ w postaci podanej nizej catki oznaczonej. Korzystajac
ze Wzoru

g'(x)
dr=In|g(x)|+C
[ ) 4o ="nlg(@)
obliczamy wartos¢ tej catki:

9 2

2dr 1 }32%dr 1 1 2In3
/as ToC. ng-ln)m?’—l—l‘ :f-(ln9—ln1):—n.
»+1 3 ) x3+1 3 3 3
0 0 =0
. 4. . ., 2In3
Odpowiedz: Podana granica ma wartosé =
V3

1202. Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej / 23 -arctg z dr.  Doprowadzié¢ wynik

0
do postaci w- 7, gdzie w liczba wymierna.

Rozwigzanie:

Catkujac przez czesci otrzymujemy

V3
‘//gg S f:c4 Lo 0] fx4—1+1d
I -arc raxr = —-arc X — — = A = —-arIcC _ xr =
/ & e A B B I G e
: V3
97 1 fQ R S L O
=————- [z — r=———-| ——x+tarctgx =
1374/ 2T a8 7

3r 1 3T 07 8t 27
= (V3—V3B+arctg V3= T 0T _ AT
14 4 (V3= v3+arctg v3) 4 12 12 3

27
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 5

00 gin2017 2016
1203. Udowodni¢ zbieznod¢ szeregu » | — o
n?/3 +n3/

n=1
Rozwigzanie:

Skorzystamy z kryterium zbieznosci bezwzglednej oraz z kryterium poréwnawczego:

00 | 122017 ,.2016 0 ‘sinm”nmlﬁ‘ . 1 ~ ] ~ 1
sin n
[ SR A < _
nz::l n2/3 4+ n3/2 nz::l n2/3 4 n3/2 \nz::lng/g_'_nzz,/z ;::10—1-713/2 nzzjl 3/ <400,
bo 3/2>1.
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1204. Obliczy¢ catke nieoznaczona / e** .sin3x dx .
Rozwigzanie:

Oznaczamy dana caltke przez I(x) i catkujemy dwukrotnie przez czesci:
2x 2x

I(x):/e%-sin?)xdx:%-sin?)x—/%-3cos3xdx:

e%* .sin 3z

2
2$. . 3 3 2x 2z
_esindr 3 (2.cossx—/€2-(—3sin3x> dw) =

2 2
2$. . 3 3‘ 2$‘ 3 9 2$. : 3 3. 233. 3 9
e 52111 L 9€ 4COS x_z. 62m-sin3xdx:e 821n o2 4COS x—z'](x)a

co prowadzi do

3 2 _
—5-/6 ccos3xdx =

4-1(x)=2-e*-sin3x—3-e* -cos3x—9-I(z),
skad

I(m) _ 2-62I-sin3x1—33-62’5-cos3x LC.

1205. Obliczy¢ granice (ciagu)

YFEan

s
Rozwigzanie:
Stosujac kryterium d’Alemberta lub Cauchy’ego dla ciagéw otrzymujemy
S ooplt 9999
A g = i e =0

Standardowe rachunki s tu pominiete, ale w rozwigzaniu musza sie znalezé
wraz z powolaniem sie na odpowiednie kryterium.

Wobec tego
R e (e v S e
lim ———— = lim S s lim 5559° =1.
n—oo \/An 1 n9999  n—oo om. 1+ n4n n—00 \/1+ n4n \/1_|_O

1206. Funkcja rézniczkowalna f:R — R ma pochodna dana wzorem f’(z)=|z|. Po-
nadto wiadomo, ze f(—1)=—1. Wyznaczy¢ f(1).
Rozwigzanie:

Poniewaz

—x dla ze€(—o0,0)

z dla z€l0, +o0)
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otrzymujemy
22

——+C dla z€(—,0)
2

Fa)=q 5

?+D dla z€[0, +00)

Przy tym ciagtos¢ funkcji f w punkcie 0 wymaga zgodnosci wartosci okreslonych
podanymi wyzej wzorami dla x =0, czyli musi zachodzi¢ réwno$¢ C'= D.
Warunek f(—1)= —1 sprowadza si¢ do C'=—1/2.

Ostatecznie
dla z € (—o0,0)
flz)=

T
2
x

dla z€[0, +00)

[\V)
N — N =

2
Zatem f(1)=

64
d
1207. Obliczy¢ catke oznaczona / NG *

e
)Vt

Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie x =% i formalnie dx = 6t° dt, otrzymujemy:
26t5dt_6/t3dt /2t3+1 1

2
T 1
e - dt=6- [P —t+1———dt=
I/ﬁwﬁ 1/t3+t2 i1 41 141 1/ B

=16—124+12—-6In3-2+4+3—-6+6In2 =11 —6ln3+6In2 .

t=1

:2t3—3t2+6t—61n|t+1|

2
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ 11 —6Iln3+6In2 =11 —|—61n§.

1208. Obliczy¢ granice (ciagu)
55m

lim n”- Z V4Vt k

dla tak dobranej wartosci rzeczywiste;j parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

55n 55n 55n k
an\/ Von+k= an Z\/ VOn+k=nP3/4. —-Z 14+4/9+—=
k=1 n
_ pt5/4 =
: n:gf(n»
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gdzie f(z)=V1+v9+u.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggla, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciggowi podzialéw przedziatu catkowania na 55n przedziatow réownej dtugo-
sci 1/n daza do calki oznaczonej, przy obliczaniu ktérej korzytsamy z podstawienia

t=V1+V0+a, coyliw= (£ —1)"~9 =1~ 2>~ 8 i formalnic dv = (4t* — 4t) dt.

1 55 3

55 55 3
lim -Zf(i) :/f(x)da::/ 1+\/9—|—:cdx:/t-(4t3—4t) dt:4-/t4—t2dt:
0 0 2

n—oo n
k=1 2

3
3 243—-32 27-8 211 19 633 —95 538
. —4. — S/ (it I Bt it
D 3 5 3 15 15
2152
15
Powyzsza wartos¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-

razeniu nPT°/4 bedzie réwny 0, czyli dla p=—5/4.

Odpowiedz: Dla p=—5/4 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 2152/15.

1209. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/JL’2- Vr+1de.
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie t = /z +1, czyli z=1>—1 i formalnie dz = 3t? dt, otrzymujemy
/xQ- \3/x—+1dx:/<t3—1)2-t-3t2dt:3-/t9—2t6+t3dt:3- (tlo—2t7+t4> +C =
0 7 4
30 67 3t 3-(x+1D)0B 6. (z4+1)3 3. (x+1)Y3

BT R L S e T R R

Uwaga: Mozna tez catkowaé przez czesci.

1210. Obliczy¢ catke oznaczona

e

/xQ-lnxdx.

1
Rozwigzanie:

Wykonujac catkowanie przez czesci otrzymujemy:

1 31 ¢ 3 ‘
/zQ-lnxd:ﬁ:—-lnx —/% —dzz%—g-/xzdxze —(g ):
1 r=1 1 x=1
G 63+1_263+1
3 9 9 9 9
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2e3 1
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ % + 9

1211. Obliczy¢ granice
" n+k

li —_.
nl—%lokgl n2 +k2

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

nonk an L+k/n 1 Zf< >

1
kz:an—l—k? n = 1+(k/n)? n =

. 1+x
gdzie f(z)= a2

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciggowi podziatow przedziatu catkowania na przedziaty réwnej dtugosci daza
do catki oznaczonej:

1 1
In (1422
i - Zf( )ZO/f z) do = 1+ o dr=aretg ) -
) 1+12 to 0 In2 7r+1n2
= arc — — arc _—— = —_— .
6117 BV T T

Otrzymujemy wiec
" on+k m In2

lim S 0 T e
LD RN

1212. Funkcja ciagla f: R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna na zbiorze R\ {3},
a jej pochodna drugiego rzedu jest dana wzorem

f"(z)=2 dla  zeR\{3}.
Ponadto wiadomo, ze f(z) ==z dla z €{0, 2, 4}. Wyznaczy¢ f(5).
Rozwigzanie:

Poniewaz

d2

dz?
a funkcjami o drugiej pochodnej réwnej 0 sa funkcje liniowe, funkcja f jest okreslona
wzorem

=2,

?+Ar+B dla z¢e(—o0,3)
fz :{ (%)

??*+Cz+D dla x€[3, +0)

Przy tym ciagloé¢ funkcji f w punkcie 3 wymaga zgodnosci wartosci okreslonych poda-
nymi wyzej wzorami dla z =3, czyli musi zachodzi¢ réwnosé

3A+B=3C+D. ()
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Warunki f(z) =z dla z € {0, 2, 4} sprowadzaja si¢ odpowiednio do

0=B, ()
2=4+2A+1B, (@)
4=16+4C+D. (W)

Rozwiazanie ukladu otrzymanych czterech réwnan (&), (), (©) i (#) prowadzi do
A=—1 B=0, C=-9, D=2,

Y

Ostatecznie
O dla z€(—o0, 3)
fx)=

22 —9z+24 dla x€[3, +00)

Zatem f(5)=

1213. Obliczy¢ caltke oznaczona
9
/ arctg v dx .
1

Pamietaj o uproszczeniu wyniku.

Rozwigzanie:
Podstawiamy x = t*, czyli formalnie dx = 4¢3 dt:
9 V3
/arctg Vo dr= /4153 -arctg tdt .
1 1
Nastepnie wykonujemy catkowanie przez czesci:

NE V33,
/4t3-arctgtdt:t4~arctgt —/ ! dt =
- t2+1
V3,4 V3
t*—14+1 s
=9-arctg V3—arctgl — | ————dt=9-— ——— [ *—1 pdt=
arc g\/_ arctg 1/ #a 1 1/ +
V3
gr— Ty arctgt
pr— —_—— — —_—— r —
T 3 arctg

t=1

3-
:BW—Z—< 3\/_ \/_+arctg\/§—f—i—1 arctgl):

871'2

T 2

2
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ g —3
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1214. Obliczy¢ granice (ciagu)
lim 7+ (Vn+1+Vn+2+ Vn+3+Vn+d+...+ V8 —2+¥8n—1+ V8n)

n—oo
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
n ™ ™ ™
S k. «3/n+k:np+1-l-z *3/n—|—k;:np+4/3-l-2 13/1+§:np+4/3.1. S f <1+k> ’
k=1 n =1 nogp—1 n N p—1 n
gdzie f(z)= Jw.
Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-

dajace ciaggowi podzialow przedzialu catkowania na 7n przedziatéw rownej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej:

8
lim 1-§f(1+z) =1/8f(:c)dx=1/8%dx:i.x4/3

=1

3 3 3 45

Powyzsza wartos¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nPT4/3 bedzie réwny 0, czyli dla p=—4/3.

Odpowiedz: Dla p=—4/3 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 45/4.

1215. W kazdym z zadan 1215.1-1215.5 podaj w postaci uproszczonej norme su-
premum funkcji f okre$lonej podanym wzorem w podanej dziedzinie.
Przypomnienie: || f|| =sup{|f(z)|: z € Dy}.

1215.1. f(z)=2"-5, D;=(-1,3), |f]l=5

1215.2. f(z)=2"—15, D;=(-1,3), |f||=16

1
1215.3. =—— D;=R =1/4
@)= e Di=R. =1/
1
1215.4. =—— D;=R =1
@)= s Dr=R. |
1
1215.5. =—— D;=R =4/3

1216. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej

/3 dx
S 1+ Va2 —dz+4
Doprowadzi¢ wynik do postaci niezawierajacej ,arctg”.

Rozwigzanie:
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Zauwazamy, ze

/3 dz B / x
3 = 2
S 1+ Va2 —dr+4 1_1_(‘3@_2)
i wykonujemy podstawienie t=J1r =2, czyli r=t342i formalnie dz=3t?dt. Otrzymujemy

2 dx 32 dt P41—1dt _ f Pt
|t [ fa

142 Jo1re
' 3
:6—3-<arctgt ):6—3-arctg1+3-arctg(—1):6—3-z+3-:T: —g.
t=—1

3T
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 6— >

1217. Obliczy¢ sume szeregu

Wskazéwka: n* +4=(n?—2n+2)-(n*+2n+2).
Rozwigzanie:
Roztézmy na utamki proste wyraz ogolny szeregu:
n n An+B Cn+D
W14 (nP—2012) (P12n+2) nP-2n12 nmPi2ni2’
n=(An+ B)- <n2+2n+2) +(Cn+D)- <n2 —2n+2) :

n=An3+2An?+2An+ Bn®>+2Bn+2B+Cn® —2Cn*+2Cn+ Dn*> —2Dn+2D ,

0 = 2B+2D, (n°)
1 = 24+2B+4+2C-2D), (n')
0 = 2A+B-2C+D, (n?)
0 = A+C. (n?)

7 pierwszego i czwartego réwnania dostajemy odpowiednio D=—B oraz C'=—A, co pro-

wadzi kolejno do
1 = 2A+2B—-2A+2B,
0 = 2A+B+2A-B,

1 = 4B,
0 = 44,
B=1/4, D=-1/4, A=C=0.

Zatem
no 1/4 /4 1/4 1/4
nt4+4 n2-2n+2 n24+2n+2 (n—1)2+1 (n+1)2+1"
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W konsekwencji sumy czedciowe danego szeregu wyrazaja sie wzorem

Noon N 1/4 1/4

S =S (o )
= \(n—12+1 (n+1)2+41

( /4 1/4 >_%( /4 14 )_%< AT )-%.”

0241 2241 1241 3241 2211 4241

1/4 1/4 1/4 1/4
+<(N—3)2+1 B (N—1)2+1>+<(N—2)2+1_N2+1)+
1/4 1/4 14 1/4 1/4 1/4 3
(& )

1211 (N412+1) 02+1 1241 N*41 (N+12+1 8
przy N — 0.

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest rowna 3/8.

1218. Obliczy¢ sume szeregu

S AAUINUIE S U SO WA WS W SO SRS SUUE SO S B
= n? 49 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169
Wolno skorzysta¢ bez dowodu z rownosci
o 1 7T2
on? 6

Rozwigzanie:

Poniewaz dany szereg jest bezwzglednie zbiezny, mozemy beztrosko zmieniaé¢ kolejnosé
jego wyrazéw, a nawet rozdziela¢ go na sume dwoéch szeregow. W konsekwencji otrzy-
mujemy

i(—l)”“_i 1 i 1 —i 1 +§ 1 2§: I
n=1 n? _n:1 (2n—1>2 n=1 (277,)2 _n:1 (2n—1>2 n=1 (271,)2 n=1 (271)2 B
> 1 121 &1 121 121 1x x?
= ——2‘7~ — _— — —_— = = —_— = — = —
nz::an 4 ,;nQ nz,:an 2 —n? 2 =n? 2 60 12
00 (_1 n+1 7T2
Odpowiedz: Suma szeregu » 5 Jjest rowna 17
n=1 n

1219. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
i (=)™ (4n—3)-(4n+1)
= (3n—2)-3n+1)-(3n+4)

Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.
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2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

G L (D) o
T @n=2)-(Br1)-Brtd) T (3-0)-(3+5)-(3+7) 333

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

(4n—3)-(4n+1) S (4n+1)-(4n+5)
(3n—2)-(3n+1)-(3n+4) = (3n+1)-(3n+4)-(3n+7)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom
4n—3 S An+5
3n—27 3n+7’
(4n—3)-(3n+7) = (4n+5)-(3n—2),
12n® +28n —9n —21 > 12n* —8n+15m — 10,
12n°4+19n—21>12n°+7Tn—10,
1

>
12n>11

)

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

1220. Funkcja f: (1, +00) — R jest okre$lona wzorem
fz)= / (logyt — 3)'7 dt .
1

Wyznaczy¢ punkt, w ktéorym f osiaga najmniejsza wartosc.

Rozwigzanie:
Poniewaz f'(z) = (logyz —3)*°"", mamy f'(z) <0 dlaze(1,8) oraz f'(z)>0 dla z>8. Stad
wniosek, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (1, 8) i rosnaca w przedziale (8, +00),
a zatem osigga najmniejszg warto$¢ w punkcie 8.

Odpowiedz: Dana w zadaniu funkcja osiaga najmniejsza warto$¢ w punkcie 8.

1221. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
5

/ dx
, x2—4r+5’

a nastepnie doprowadzi¢ wynik do postaci wm, gdzie w jest liczbg wymierna.

Rozwigzanie:
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Wykonujac podstawienie t =x — 2 i formalnie dx = dt otrzymujemy

5 3 3

/5 dx - dx -/ di_
J a:2—4:c—|—5_0 (1:—2)2—1—1_72 2yl O

=arctg 3+arctg 2 =arg(1+3i) +arg(1+2i) = arg ((1+3i)(1+2i)) =arg(—b+5i)=

=arctg 3—arctg (—2) =
t=—2

37r
4
Nalezy zauwazy¢, ze ze wzgledu na niejednoznacznos¢ argumentu mogliémy popetnic

btad bedacy wielokrotnoscig 27. Jednak ze wzgledu na oszacowania

7T< t 2<7T
— arc —
4 8455

oraz - -
— <arctg3< <
1 8757
otrzymujemy
g <arctg 2+arctg 3 <,

co pokazuje, ze otrzymany wynik jest poprawny (dodanie lub odjecie 2m wyprowadzitoby
g0 poza otrzymane powyzej oszacowania).

Odpowiedz: Podana catka ma warto$¢ 3m /4.

1222. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej

/ L
o (x+1)?
podajac wynik w postaci liczby catkowite;j.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

-1

:\3/x+1, T

i formalnie

dx = 3t? dt.

Ponadto =0 odpowiada t =1, a x =7 odpowiada t =2, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedziat catkowania z € [0, 7] odpowiada przedziatowi
tell, 2].

Otrzymujemy

2 4

J 4z t
O/\?/(:CT / Y 3241~ 19. /t3 1dt=12- (4—t

—12.(1(2:1—(2—1)>—12-<f—4>—12 Ry

4 4

Odpowiedz: Podana caltka oznaczona ma warto$é¢ 33.
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1223. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
6

dx
1/ 3 +3x2+ 21
Zapisa¢ wynik w postaci Inw, gdzie w jest liczba wymierna.
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:

I 1 4, B C
w34+302422  x-(z+1)-(z+2) =z x4+l z+2’
1=A-(z+1)-(x+2)+B-z-(z+2)+C-z-(x+1). (Q)

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie
porownujac wspodtezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno
r=0, r=—1, r=—2 otrzymujac odpowiednio

1
1=2A, skad A—§
1=—B, skad B=-1,
1
1=2C, skad 0_5
Wobec tego
6 6 6
dx 1/2 1 1/2 In|z| In|z 42|
—_—— = — = dx = -1 1|+—— =
/x3+3x2+2x /a:' x+1+x—|—2 v 2 nlet+1l+ 2 »
In6 In8 Inl In3  In2 In3 3-1n2 In3
B T S T S B S U B S

:3-1n2—1n7:ln8—1n7:1n§.

8
Odpowiedz: Podana catka ma wartosé ln?.

1224. Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ dx
22422+50
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy dang catke i wykonujemy kolejno podstawienia y =z +1 oraz t =y/7:

/ dx / dx dy 7dt
x2+2:17+50 (x+1) 2449/ y —|—49 49(y/7)? +49 ) 492449

arctgt _arctg (y/7) _arctg((z+1)/7)
= /752 R -

+C.
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1225. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
2m

/xcosxdx.
0

Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.
Rozwigzanie:

Sposdb I: (rzemieslniczy)
Wykonujemy catkowanie przez czescei:

27 2 2 27
/xcosxdmzx-sinx —/sinxdx:O—O—/sinxdx:O,

gdyz catka z sinusa po pelnym okresie jest réwna 0.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 0.

Sposcb 11: (pomystowy)
Wykonujac podstawienie x =t+m, czyli t =x — m, otrzymujemy:

2w s T
/xcosxdx:/(t—i-w)cos(t—i-ﬂ) dt = /(t—i—w)costdt- /tcostdt W/COStdt
0 -7 - —m

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy zauwazyc¢, ze catka / tcost dt jest rowna 0 jako

—T
m

catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera, a catka / costdt
jest rowna 0 jako catka z cosinusa po pelnym okresie.

1226. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwej
70 dx
) 22 tw '

lub wykazac, ze caltka ta jest rozbiezna.

Rozwigzanie:
Rozktadajac funkcj@ podcalkoweg na sume utamkow prostych otrzymujemy:

o0 d ©
1/1'2—1x—x: x+1 /7_

L —lnlzln
1 2

=In

: ‘

dx—ln|x|—ln]a:+1] 1
T

lim x‘+ln2—ln|1\—|—ln2—ln2.
oo r 41

Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa jest zbiezna i ma wartosé¢ In2.
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1227. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwe;j

T 2r+1
=
xt 4 22
Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
2e0+1 1 _Ax+B+C'+D
et (2241)-22 2241 x a2’

20+ 1=(Az+B)-2>+C -z (2 +1)+D- (2*+1) ,

20+1=Az3+ Be? +Ca®*+Ca+ Da*+ D,

0 = A+C
0 = B+D
2 = C
1 = D
Stad otrzymujemy A=—-21i B=—1.
Wobec tego
21 +1 12 1™
/ T dx —/— +— —|——dx:—ln(a:2+1>—arctgx+21n|x|—— =
e 2241 22+1 x? x
V3 Ve
lim (—arctg z)+ I <1>+1 1<x2 >+14+ tg V3 —2ny/3 4
= lim (—arctgz)+ lim | —— im In n4+ arc —2Iln —=
4 1 1 4
=——+0+Inl In In
g T g () NV A (3)

1 4
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartos¢ il —+In <>

V3 6 3
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1228. W kazdym z zadan 1228.1-1228.20 podaj sume szeregu (moze by¢ liczba
rzeczywista albo jednym z symboli 400 i —00).

. 6
Niech a,, = —. Wowczas:

n
1228.1. glan: +00 1228.2. glzan:+oo
1228.3. gl(an—an+1):6 1228.4. gl(an—aw):g
1228.5. nfl(an—am):n 1228.6. nfl(anﬂ—am)zs
1228.7. ;:;l (Gni1—any3) =5 1228.8. ni:jl (G2 —nys) =2
1228.9. nfl (a7 —a;, ) =36 1228.10. nil (a7 —a;,,) =45
1228.11. gjl (a7 —a’, ) =49 1228.12. é (a7 1 —ahy)=9
1228.13. gl(ai+l—ai+3):13 1228.14. é(ai+2—ai+3):4

1228.15. 3 (2% —2%+1) =63 1228.16. 3 (2% —2%+2) =70

n=1 n=1

1228.17. 3 (2% —2%+3) =173 1228.18. Y (20t —20n2) =7
n=1

1228.19. 3 (2001 —20n43) =10 1228.20. S (2002 —2%i3) =3
n=1
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1229. W kazdym z zadan 1229.1-1229.14 podaj sume szeregu w postaci liczby

catkowitej lub utamka nieskracalnego.

2
Niech a,, = on” Wiadomo, ze

i%zgizﬂ

Wobec tego:

1229.1. §1(Qn+an+1):23/2

1229.2. i_'fl(an+an+2):21/2

1229.3. i’fl(an—an+1)_1/2

1229.4. i (n — o) =32

1229.5. i_ojl (a2—a2,,)=1/4

1229.6. ni (a2 —a2,,)=5/4

1229.7. i (4% — 4on+1) =1

1229.8. §1(4an—4an+2):4

1229.9. §1(9an gin+1) = 2

1229.10. §1(9“n gon+2)

1229.11. §1(16an 16%+1) = 3

1229.12. i_'fl (167 — 16%+2) = 18

1229.13. i (VI+48a, —1+48a,.1) =4

1229.14. ni (VI+18a, —/1+48a,12) = 10
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1230. Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki
160001
100 - Inz — v/ do = 798,292 596 921 596 397 ...
160000
jest mniejsza czy wieksza od

1
400-In20 —400 — —— = 292 21
00 -1n20 —400 3200 798,292 596 921 596 397

Rozwigzanie:

Roézniczkujac funkcje podcatkows
f(x)=100-Inz —/z

otrzymujemy
100 1
/ PR —
oraz i
100 1 —400+ /x
" YV _
fi(w)= x2 +4-$3/2_ 4.2 >0

dla z > 160000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale [160 000, co).

Zatem wykres funkcji f dla x > 160000 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu
funkcji f w punkcie odpowiadajacym x = 160 000. Poniewaz f’(160000) = —1/1600, dla
x> 160000 zachodzi nierownosé

1
f(x)> f(160000) — 1600 (z—160000) .

Szacujac calke przez pole trapezu ograniczonego od géry styczng do wykresu funkcji

podcatkowej otrzymujemy

160 001 1
160000) + ( £(160 000) — =5 1
100 Inx — v/ dx > A ) <f; ) 1600) :f(160000)—T:
160 000 3200

1
=400-1n20— 400 — ——
00-1n20— 400~

Odpowiedz: Wartos¢ podanej caltki jest wicksza od podanej liczby.

1231. Obliczy¢ sume szergu

< 1
nzzzl nd+n?

Wskazéwka: Roztozy¢ na utamki proste.

2
Odpowiedz: 5 1.

1232. Obliczy¢ sume szergu

Z:O((Gn—lkl)2+(6ni5)2> |
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Wskazéwka: Wykazaé, ze suma danego szeregu jest rowna

PO R N LR DA CH TP DT e

2
Odpowiedz: R

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci uproszczonej warto$¢ catki ozna-
CZOonej.

v 3 V30 157
1233. /\/6—1:2dx:2 1234. /\/30—x2d:c:2
5 5
V3 30 3 15w 15
1235. /\/6—x2da;=—+— 1236. /\/30 R2dr=— +
/ 4 2 4 2
1 Y 3 571' 5
1237. /\/4—$2dx:—|—\/_ 1238. /\/20 2dr = — \/_
/ 3 2 3 2
V7 7Tt 73 V3 27 3
1239. /\/28—x2dx:—|—\/_ 1240. /\/4—x2dx:—|—\/_
J 3 ' 2 J 3 2
V15 10 53 Va1 14w 7+/3
1241. /\/2O—x2dx: 3 + ;/_ 1242. /\/28—x2dx: 3 + ;/_
0 0
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1243. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
0
/ z-Vr+lde
1
podajac wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
t=vr+1, r=t"—1
i formalnie
dr = 4t° dt.

Ponadto x=—1 odpowiada t=0, a x =0 odpowiada t=1, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—1, 0] odpowiada przedziatowi

telo, 1].

Otrzymujemy
/ 9t

0 1
/x-\4/x+1dx:/(t‘*—l).t~4t3dt:4-/t8—t4dt:4- (—
~1 0

9 5)
1 1 5—-9 —4 16
—4'<‘> Vs Y T

Odpowiedz: Podana calka oznaczona ma wartos¢ —16/45.

1244. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej

/ ln:c

Rozwigzanie:

Wykonujac catkowanie przez czedci otrzymujemy:

4
1
/Ed:@_z\/}-lnx /2\/E—dx 4-Tnd— 2/—dx—8ln2 (4-\/5

=8-In2—-8+4=8-In2—4.

4
x:l)

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ —4+8-1n2.

1245. Obliczy¢ dtugosé krzywej

Rozwigzanie:

Lista 29R - 426 - Strony 404430



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

3/2
Zgodnie ze wzorem na dtugosé krzywej bedacej wykresem funkcji f(x)= % na prze-
dziale [a, b] = [0, 5] otrzymujemy:

b 5 5
1+ (f'(z)) de= Jl—l— = [ Vitrdr=
] o () e[t s
(:c+4)3/2 1 19
= —-(27-8
5| "5Ees

Odpowiedz: Dana w zadaniu krzywa ma dtugosé 19/3.

1246. Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktoérych
catka niewlasciwa

o0
0/ 13/337_{_1.5
jest zbiezna.

Rozwigzanie:

Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

P P TP
7dx:/7dx+/7dx

0/ A / NE J N2
Zbadamy, dla ktorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sg
zbiezne. W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy
z kryterium poroéwnawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy
1

1 1
xP xP dx
w———dr < dr= | —— <400,
! ‘3/3;7_’_1-5 O/ '3/0—|—C(]5 O/;L'5/3_p
oile 5/3—p<1, czyli p>2/3.

Ponadto |

[ o> | s te= g [ =
0 Vv 0 W /2 ) ad/sp ’
oile 5/3—p>1, czyli p<2/3.

Podobnie

o0

[de/%?_dx:l/xfff_p

1

<400,

O

oile 7/3—p>1, czyli p<4/3.
Ponadto

17od:c n
=35 ) g OO
V2 | aTs

oile 7/3—p<1, czyli p>4/3.
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Whiosek: Jezeli 2/3 < p<4/3, to obydwie catki powstate z podziatu przedziatu catko-
wania sa zbiezne, a wiec i wyjsciowa catka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych
calek jest rozbiezna, a zatem wyjsciowa calka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana caltka jest zbiezna dla p € (2/3, 4/3).

1247. Obliczy¢ sume szeregu
s 1
= (Tn—=3)-(Tn+4)

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 A B
(Tn—3)-(Tn+4) =3 Tntd’

Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (7n—3)-(7n+4) otrzymujemy

1=A(Tn+4)+B(Tn—3). (%)
Dla n=3/7 otrzymujemy A=1/7, natomiast przyjecie n=—4/7 daje B=—1/7.
Inny sposob: poréwnujec w rownaniu (*) wspétczynniki przy n oraz wyrazy wolne dosta-
jemy uktad rownan i go rozwigzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie¢ wzorem

N 1 1 N( 1 1 )
Sn =2
= (Tn—3)- (7n+4) 7 Tn—3 Tn+4

NN RN
(7]\7—17 7N—10> +(7N1—10_ 7N1—3> +<7N1—3_ 7N1+4>) -

L)
7 \4 TN+4)’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/28.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/28.

Uwaga: Istotna czescig rozwigzania jest poprawne wykonanie przejécia granicznego,
co mozna uzyskaé tylko przez rozwazanie sum cze$ciowych.

1248. Wyznaczy¢ obszar zbiezno$ci zespolonego szeregu potegowego
X (2n+1)"- 2"

= Guray
Jesli nie potrafisz, to przynajmniej wyznacz promien zbieznosci.

Rozwigzanie:
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Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznodci danego w zadaniu szeregu
traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem z. Otrzymujemy

’(Zn—l—l)”-z" (2n+1)-1z] 2|7
— :
(3n+2)" 3n+2 3

2-|z]

3
Jezeli <1, czyli |z| < 2 to dany w zadaniu szereg jest zbiezny.
2-|2|
3

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego jest rowny 3

3
Jezeli zas > 1, czyli |z] > 2 to dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.

Pozostaje rozstrzygna¢ zbieznosé szeregu na okregu bedacym brzegiem kota zbiez-
nosci, czyli dla |z| =3/2. W tym przypadku rozwazymy ciag wartosci bezwzglednych
wyrazow szeregu:
(2n+1)"- 2"

_(2n+1)”-3”_(6n+3)”_<1 1 )”_
(Bn+2)n | (3n+2)n-20  (6n+4)n 6n+4)
1 \6na\ G s 1
=|(1- = £0.
(-am) ) e =g

Poniewaz wartosci bezwzgledne wyrazéw szeregu daza do liczby réznej od zera, szereg
jest rozbiezny.

Odpowiedz: Obszarem zbieznosci danego szeregu potegowego jest koto o $rodku
w zerze 1 promieniu 3/2 bez brzegu.

1249. Obliczy¢ sume szeregu

> 1
,;n-?)”

Rozwigzanie:

Podstawiajac we wzorze

1n(1+:c)=§ (_1)7;;1.93” re(—1,1]
n=1
wartosé¢ x = —1/3 otrzymujemy .
lng = 7; n_'3” ;
skad o 1 9
ngl = —lng =In-

Odpowiedz: Dany szereg ma sume lni.
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1250. Udowodnié nierdwnosé
1010 1
— > —+10-In10.
n; n 2 + t

Rozwigzanie:

Pole pod wykresem funkcji f okreslonej wzorem
1

na przedziale [1, 10'%] jest réwne
1010 1010

1/ dxx:lnx

=1In10"Y=10-1n10.

z=1

Obszar pod tamang' o wierzchotkach (n, 1/n) dla n=1, 2, 3, ..., 10!9 sklada sie

z trapezow i ma pole rowne
et 1111 00

B S T S ol o Sy

— 2 ntnrt) T2 1 e 100 ~ n 21 2100 ~n
7 uwagi na wypukloéé¢ funkcji f opisana tamana lezy nad wykresem? funkcji f, skad

wynika nieré6wnos¢ miedzy polami rozwazanych figur:
I

1
10-1In10 < ~5 3701 1010+n§:jﬁ.
Wobec tego
1 1 1010 1 1010 1
§+10~1n10 < ~3.7010 Z < nz::lﬁ.

'A dokladniej: obszar miedzy lamana i osia OX.
2A dokladniej: wierzchotki lamanej lezg na wykresie a wnetrza odcinkéw nad wykresem.
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