Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

Zadania do omoéwienia na ¢wiczeniach w czwartek 6.06.2024.
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé¢ przed zajeciami !!!
Ciagi i szeregi liczbowe o wyrazach zespolonych.

DEFINICJA: Ciag (z,) o wyrazach zespolonych jest zbiezny do granicy! g wtedy i tylko
wtedy, gdy
VIV |zm—ygl<e.
e>0Nn>=N
Mozna przepisa¢ wickszos¢ torii zbieznosci ciagéw z przypadku rzeczywistego:
e suma, réznica, iloczyn, iloraz? ciggdéw zbieznych jest ciggiem zbieznym i granica sumy,
roznicy, iloczynu, ilorazu ciggdéw jest odpowiednio suma, réznicg, iloczynem, ilorazem
granic,
e zmiana skonczenie wielu wyrazéw nie wptywa na zbieznos¢ i granice,
e lim 2, =0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim |z,[ =0,
e jezeli |z[ <1, to lim 2" =0,
e jezeli lim z, =g, to lim |z,[=|g|.
Niech
Zn =Tp+Ynl,

gdzie x,,, y, sa liczbami rzeczywistymi. Wéwezas ciag zespolony (z,) jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy obydwa?® ciagi rzeczywiste (z,,), (y,) sa zbiezne. W takim wypadku
A, 2 = i @ L Y
Innymi stowy, zbieznos¢ ciagu zespolonego sprowadza si¢ do zbieznosci dwoch ciagow
rzeczywistych: ciggu czesci rzeczywistych oraz ciagu czesci urojonych.

Jesli chodzi o zespolone szeregi liczbowe, to z teorii szeregéw rzeczywistych prze-
nosza sie nastepujace kryteria zbieznosci:
o0
e Warunek konieczny zbieznosci: Jezeli z, /4 0, czyli |z, /4 0, to szereg >_ z, jest
n=1
rozbiezny.
e Zmiana wyrazow: Zmiana lub pominiecie skonczenie wielu wyrazow nie wplywa
na zbieznos¢ szeregu, ale moze wpltyna¢ na wartosé¢ jego sumy.

[e.9] o0
e Dodawanie/odejmowanie szeregéw: Jezeli szeregi »_ z, oraz Y _ w, sa zbiezne,
n=1 n=1
o0
to zbiezne sa szeregi »  (z, £w,) 1 przy tym
n=1

S (zntwn) =Dz, £ wy,.

LOczywiscie g jest liczba zespolona.

2W przypadku ilorazu musimy zadbaé o to, aby do mianownika nie dostato sie zero. W szczegdlnoéci
granica mianownika musi by¢ niezerowa.

3Jedli jeden z ciagéw (,,), (yn) jest rozbiezny, to ciag (2,) jest rozbiezny niezaleznie od zachowania
drugiego z tych ciagow.
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o0

e Mnozenie przez stalg: Jezeli ¢ jest liczba zespolona rézna od zera, to szereg Y z,
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg > cz,. Jesli te szeregi sa zbiezne,

n=1
to

o0 (o]
dezp=c > 2.
n=1 n=1

e Szereg geometryczny: Jezeli ¢ jest liczba zespolong rézng od zera, to szereg > cz"
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |z| <1. W takim przypadku

o0

cz
> e = .
n=1 I—=2

o (0.)
e Zbieznos¢ bezwzgledna: Jezeli > |z,| <00, to szereg > z, jest zbiezny i wowczas

n=1 n=1
n=1 n=1
e Kryterium d’Alemberta: Jezeli lim il =g €0, oo], to:
n—oo Zn

W przypadku g <1 szereg > z, jest zbiezny oraz z, — 0.

n=1

W przypadku g > 1 szereg > z, jest rozbiezny oraz |z,| — co.

n=1

e Kryterium Cauchy’ego: Jezeli lim {/|z,[=g € [0, oc], to konkluzja jak wyzej.

Kryterium nie majace odpowiednika w teorii szeregow rzeczywistych:

¢ Rozklad na czeéci rzeczywista i urojona: Szereg Y (z, +yy,i), gdzie x,, oraz y, sa
n=1

oo oo
rzeczywiste, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy obydwa szeregi Y z, oraz Y y, sa

n=1 n=1
zbiezne. Jak sie mozna spodziewaé, w przypadku szeregéw zbieznych zachodzi réwnosé

E: Ctn4_yni>:: z:ifn4—i'§: UYn -
n=1 n=1 n=1

e Uogdlnienie kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych:
Niech w bedzie taka liczba zespolona, ze |w| =1 oraz w # 1. Niech (a,) bedzie niero-
snacym ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich zbieznym do zera. Wowczas szereg

o0
> aw”
n=1

jest zbiezny.
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1160. Ciag (z,) o wyrazach zespolonych dany jest wzorem:
Zn=Vn2+ni—m.
Wyjasni¢, dlaczego powyzsza definicja nie jest jednoznaczna i zaproponowaé¢ mozliwe
sposoby jej doprecyzowania. Wybrac¢ taki sposob jej doprecyzowania, aby podany ciag
byt zbiezny i obliczy¢ jego granice.

1161. To samo dla ciggu zespolonego danego wzorem:

Zn=VnZ2+2ni+n.

Zbadaé zbieznosé zespolonych szeregéw liczbowych*:

1162. 3 — 1163. Z n 1164. Z n
S n?+in+1 1 nb+i 1 nd—+i

1165. ZM 1166. Zm . 0047
n=1 < n ) n=1 < n > n=1 < :)
1168. Obliczy¢ sume szeregu geometrycznego
n=1 27 .
Naszkicowac na ptaszczyznie zespolonej kilka jego poczatkowych sum czesciowych.
Zapisa¢ szeregi (o wyrazach rzeczywistych) czesci rzeczywistych i urojonych jego wy-
razéw. Podaé sumy tych szeregéw (z jednej strony uzyskaé je z sumy danego szeregu
zespolonego, a z drugiej strony wyliczyé bezposrednio).

1169. To samo dla szeregu geometrycznego

3
Il
—

Zbadaé zbieznosé zespolonych szeregéw liczbowych w zaleznoéci od parametru® ze-
spolonego z. Naszkicowa¢ na plaszczyznie zespolonej zbior tych z, dla ktérych szereg
jest zbiezny.

0 N 00 28 00 212n 00 (_1)n.22n
1170. — 1171. — 1172. 1173. =

ngl n n;l n r; n ngl Vn

e ) (_1)n23n Z4n 00 (Z—|—1)6n
1174. — 1175. 1176. —_—

4W ostatnim zadaniu mozna uzy¢ kalkulatora do poréwnania pieciocyfrowych liczb catkowitych.
Staram sie unikaé¢ w tym momencie pojecia ”zespolony szereg potegowy”, ktére pojawi sie na kolej-
nym wyktadzie.
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Ponizsze zadanie jest przeznaczone do samodzielnej analizy (jego rozwiazanie jest
wzorcem dla kolejnych dwoch zadan).

1177. Obliczy¢ sume szeregu

X cos nx
5w
sprowadzajac wynik do postaci
a+bcosz
c+dcosw’
gdzie a, b, ¢, d s liczbami catkowitymi.
1178. Obliczy¢ sume szeregu
X cos nx
5
sprowadzajac wynik do postaci
a+b-cosx
c+d-cosz’
gdzie a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi.
1179. Obliczy¢ sume szeregu '
X sin nx
=T
sprowadzajac wynik do postaci _
a-sin x
b+c-cosx’

gdzie a, b, ¢ sg liczbami catkowitymi.

1180. Rozwazmy nastepujacy szereg zespolony z parametrem® z:

.an
ooZnS

n .

1 31
Obliczy¢” sume tego szeregu dla nastepujacych wartosci parametru®: z = 5 + \/; ,
1 V3 T s T 21 s 2 .
z=—= , zZ=cos—+i-sin—, z=cos—+i-sin— oraz z=i.
2 2 9 9 9 9

6Nadal unikam pojecia ”zespolony szereg potegowy”.

" Przypomnienie:
> (_1)n+1 e (_1)n T
=In2 =—.
; n e 2 51—

n=0

8Dla uproszczenia zapisu mozna uzywaé w rozwigzaniu oznaczenia
. . i
cosr—+i-siInr=e" ,

ktorego sens zostanie wkrotce wyjasniony.
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