Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

1145. Obliczy¢ wspotezynniki szeregu Fouriera funkcji f:IR— R okresowej o okresie 27
okreslonej wzorem

1 dla z€][0,7/2]
0 dla ze(r/2 2n)
Doprowadzi¢ wzory na wspotczynniki szeregu Fouriera do postaci niezawierajacej funk-
cji trygonometrycznych (czyli w ostatecznej postaci nie powinny wystepowaé w tych
wzorach wyrazenia typu sinnm czy cosn).

Rozwigzanie:
Stosujac wzory na wspotezynniki szeregu Fouriera otrzymujemy:

/2
1 7/2 1

— = | dr= _
0= or ! YT T

g /2 =
1" sinnz / sin (nm/2) 0 dla n=0(mod 2)
ap=— / cosnx dr = =— =1 (=1)0-D2
o (LI PR nm ~————— dla n=1(mod 2)
nm
/2 w/2
1 1-— 2
T /sinnxdx:—cosnx _ cos (nm/2) _
T nm nm
=0
1
— dla n=1(mod 2)
] 1= (=12 -
1=(=)"" dla n=0(mod 2)
nm
1 1 _
— dla n=1(mod 2) — dla n=1(mod 2)
nm nm
=9 0 dla n=0(mod4) ;= 0 dla n=0 (mod 4)
2 1
— = dl =2 d4
— dla n=2(mod 4) (n)2)m a n=2(mod 4)
1146. Niech ) .
>, sinne >, sinnw
fo= " o g =
n=1 n=1

Zakladajac petng beztroske w manipulowaniu szeregami funkcyjnymi, obliczy¢ wartos$é
2

catki /f(:c)g(:c) dx.
0

Rozwigzanie:
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Korzystamy z tego, ze sinusy o réznych czestotliwosciach sg prostopadte, czyli catka z ich

iloczynu jest zerem:

. _ 7w dla m=n
sinnz -sinmax dx =
5 0 dla m#n
Otrzymujemy
27 27 .
X sin nr. X sinmx sinnx sm mx
/f(x)g /Z 3 dx—z Z/ dr =
2
7 sin nx. sinnx sin? nx s
=y [55 do=3 / =) ==

Uwaga: Idea powyzszych rachunkow jest nastepujaca: iloczyn skalarny dwéoch wekto-
row jest suma iloczynow odpowiednich wspotrzednych — tutaj role wspoétrzednych spet-
niaja wspolezynniki szeregu trygonometrycznego (z doktadnoscia do statego czynnika).

W rozwiazaniu mozna tez powolac¢ sie bezposrednio na postaé iloczynu skalarnego

w bazie ortogonalnej sinuséw i cosinuséow.

1147. Obliczy¢ warto$¢ sumy

2 T
/eaj‘ﬁdxze2 -
) V2 o
27 .
/€2mﬂdw—e4 -1
0 I
27
2
/ e™V2 cosna dx = (627“/5—1) . ;/_;2 )
n
27 “n
/ 2 sinng dr = (e%ﬁ—l) m )
n

W miare mozliwosci rozwiaza¢ zadanie dwoma sposobami i poréwnaé¢ wyniki. Dla

czytelnosci przeprowadzanych rachunkow oraz podanej odpowiedzi mozna uzy¢ oznaczen:

A=e2™2_1 oraz B:e%ﬁ—i—l.

Wikazéwka: Wykorzystaé szereg Fouriera funkcji f(z)=e*v2 dla z € (0, 2r). Powolaé

sie na zbieznos¢ tego szeregu w wybranym punkcie lub wykorzysta¢ réwnosé Parsevala.
Rozwigzanie:
Na wstepie zauwazmy, ze na mocy podanych rownosci szereg Fouriera funkcji f okresowej
z okresem 27 i okreslonej na przedziale [0, 27) wzorem
B V2 dla ze(0,2m)
flo)= { L Jla p=0
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ma wspotezynniki

e2mV2 1
ag=—+,
0 2\/2
"o n2+2’
1 —n
bn:—-(%ﬂ—l)- ,
s € n?—+2

a ponadto jest on punktowo zbiezny do funkcji f, gdyz f ma w punkcie niecigglosci
warto$¢ réwng $redniej arytmetycznej granic jednostronnych.

Sposob 1

Poréwnujac wartosé funkcji f w punkcie x =0 z suma jej szeregu Fouriera w tym
punkcie otrzymujemy

f<0>=§::0an,

czyli

VL1 VR (), |
2 212 m in?42

Stad otrzymujemy kolejno:

627”/5—{—1_62”\/5—1:@ (627“/5—1)'50: 1
2 212 T =n?42’
TV2e2™V2 L /2 —e2mV2 1 ] \/§<2W\/§ 1) i 1
= — 6 — . ,
2mV/2 s Zn?2+2
7T/2e2™V2 Ly /2 —e27V2 1 &1
4-(e2mV2-1) Zn2+42’
W\/§B—A_§ 1
4A n2+2

Sposob 11
Korzystajac z rownosci Parsevala:

21 0o
/f(x)2 dx =2mragj+7 Y (ai—kbi)
0 n=1

otrzymujemy
e47|—\/§_1 (6271'\/5_1)2
= +

202  Arm i'§1<(<62ﬂﬂ_1)'n2+2> +((62Wﬁ_1>'nz_j:2> )

co przepisujemy kolejno jako:

S

e D I G WEN PR
22 T i +%'(62 2_1>',§1n2+2’
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272 1 27r\/§_1 1 o) 1
e“™VE+1 e _(627“/5_1).2

22  4rm +; =n2+27
e2™V2 11 627r\/§_1_1 <27r\/§ ) o 1
— =_.(e -1 Z 7
22 41 T —in?+2
47 T =n24+2’
7T\/§62”‘/§+7r\/§—62”‘/§+1 & 1
4.(62m/§_1> =242’
/2B — A B i 1
44 Zn2+20
1148. Wiadomo, ze
< cosnr 2? mx 7
nZ::l 2 21_7—'—6 dla 0<z<2r.
Obliczy¢ wartos¢ sumy
> (=" 1 1 1 1 1
,;(Qnﬂ)i% B R CAR TR FERN

Wskazéwka: Scatkowaé podany w zadaniu szereg trygonometryczny i wstawi¢ x = /2.
Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje f bedaca suma szeregu funkcyjnego

> sinnx
f(fv)zz;l —an(), (1)
gdzie f,(z)= w, a wiec f)(z)= o3 ;l % Poniewaz szeregi liczbowe
n n

oo o 1

fl=20 =

n=1 n=1"T
oraz

S =3

sa zbiezne, szeregi funkcyjne > f,, oraz Z f sa zbiezne jednostajnie i w konsekwencji

n=1 n=1
szereg (1) mozna rézniczkowaé wyraz za wyrazem. Zatem dla x € [0, 27r] mamy
) [e'e) 2 2
_ Ny =S S8 _ T T
> hw=3 =TT
skad
2 wx 7 R e
= f(x)de=] "4 —do="——-"4+""4(C.
f@)= [ /@) do I 2 e T T T
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Jarostaw Wroblewsk:

Zauwazmy, ze ze wzoru (1) wynika f(0) =0, skad C' =0 i w konsekwencji
3 2 2

r_m,re dla 0<z<2r.

TO=15%""1"%

Przyjmujac x =m/2 we wzorze (2) otrzymujemy
i (=)™ 13_13 7:9’:%3.1—6—#8 3. 3 13
2n+1) 96 16 ' 12 96 96 32

n=0
Odpowiedz: Suma szeregu liczbowego podanego w treéci zadania jest réwna 72 /32

1149. W kazdym z zadan 1149.1-1149.10 podaj w postaci uproszczonej wartosé

calki oznaczonej.
sinnx

( ) Z sinnx ( ) z::

Y

X sinne X sin2nx
D(x)=
) nz;l 107 ’ (‘T) = 10™

2

2 _1 2
1149.1. O/A(x) dr=— 1149.2. O/B(m) dr=

s Y 71_
1149.3. [ C(2)?der=— 1149.4. | D(2)?dz = —
0/ (x)*dx 99 0/ (x)*dx 99

s 21
™ ™
1149.5. b/A(x)B Jdr=o 1149.6. O/A(:z:)C(a:)d:c:39
2w T T s
1149.7. _O/A(a;)D )= 1149.8. O/B(x)C’ )dr=o
A 03 A 03
1149.9. | B(z)D(z)dx = —— 1149.10. [ C(2)D(z)ds=——
[ B)D)de= 20 [ C@)D@ de= oo
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1150. W kazdym z zadan 1150.1-1150.21 podaj w postaci uproszczonej wartosé
calki (jako liczbe wymierng lub jako iloczyn liczby wymiernej i liczby 7).

X, cosnx & cos(2n+1)x
Alz) =) o B(z)=3_ 0(1’)223—n7
n=1 n=1
> cos3nx cos( 3n+ 1)x cos 3n+2)
D(z)= COROn T 2)Y coston +2)x
DX o | -%
1150.1. /A(gc)?dx:E 1150.2. /13(91:)20[95:E
0 3 D 8
2m P 27 o
1150.3. [ C(z)*dz=— 1150.4. [ D(x)*dr=—
0/<x>x8 O/<x>x99
I T T -
1150.5. [ E(z)*dr=— 1150.6. [ F(z)*dr= —
[ B e =g [ F)dr=gg

1150.7. /A(x)B(x) dx = 1771 1150.8. /A(m)C’(m) dx = 2772
0 0
21 27
™ ™
1150.9. [ A )do = — 1150.10. [ A(2)E(z)de= ——
0/ 79 0/ 158
21 T
1150.11. [ A(z)F(x) dr= 1150.12. [ B(z)C(x)dz=0
) 316 )
1150.13 73(3;)0(3;) dr= 1150.14 73<x>E(x) gy = 20T
J 2699 2699
r T 907
1150.15. [ B(z)F(a)do= 1150.16. [ C(x)D(x)de=_
J 8097 / 2699
21 T 2 307
1150.17 /O(x)E( ) 1150.18. /C(:E)F(:E) do=
J 2699 J 2699

1150.19. /D(I)E(:E) dz=0

2w
1150.20. /D(a;)F(a;) dz =0
0

1150.21. /E(x)F(x) dx =0
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1151. W kazdym z zadan 1151.1-1151.16 podaj w postaci uproszczonej wartosé

catki oznaczonej.
> sinnx p-sinx

Wskazéwka: ) =
= p" p?+1—2p-cosx

dla p>1.

2T . 9 o . o

d T d 2w

RETRI 151, [l 2
5 H—4cosx 4 / 5 3cost 9

2T . .
sinz-sin2xdx T

2T . .
sinz-sin2xdx 27
1151.3. T — 1151.4. - =
o/ 5—4cosx 8 o/ 5—3cosx 27
1151.5. /SlIlI sm3a:dx_1 1151.6. 7$inx-sin3$d:p:2ﬂ'
5 H—4coszx 16 ) 5—3cosx 81
2T . 9 2T . 9
sin®z dx 27 sin®z dx e
1151.7. -_ = — 1151.8. -_ =
0/13—5(:0896 25 /17—8cosx 16
T sin?zdr T T sin?zdr ™
1151.9. /—:7 1151.10. /—:7
(5—4cosx)? 12 (5—3cosz)? 18
0 0
1151.11 7 sinede 7w 1151.12 7 sinede o«
) (13—5cosz)? 150 B (17—8cosx)2 240
1151.13 7 sin?x dx By
7 ) (5—4cosz)-(5—3cosz) 15
2m )
sin“z dx T
1151.14. =
/(13—5cosm)-(17—8cosx) 190
1151.15 7 s da S
7 ) (5—4cosw)-(13—5cosx) 45
1151.16 7 sin’a da _ 2
) (5—3cosx)-(13—5cosx) 105
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