Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

1138. W kazdym z zadan 1138.1-1138.25 podaj norme supremum funkcji f o po-
danym wzorze i dziedzinie.

1138.1. f(z)=T7sinz, Dy=R, | f||=7

1138.2. f(z)=T7sinz—3, D;=R, | f|=10

1138.3. f(z)=Tsin*z—3, D;=R, [f]=4

1138.4. f(z)=T7sin’x—-3, D;=R, |f||=10

1138.5. f(z)=logyz—2, D;=(L,8), |fll=5

1138.6. f(z)=logyr—2, D;=(2,32), |f||=3

1138.7. f(x)=(logyx)’—6, D;=(%,4), |If]|=6

1138.8. f(x)=(logyx)’—6, D;=(},4), |f||=33

<é74)7 ||f||:75

1138.9. f(z)=(log,r)' =6, Dy

1138.10. f(z)=vVa2?+3z—z, Dy=(1,+o00), |fll=3/2

1138.11. f(z)=Va2+8r—z, D;=(1,+0), |f||=4

1138.12. f(x)=Vad+Ta2—xz, Dy=(1, +o0), |f|=7/3

1138.13. f(z)=Vx3+2622—z, D;y=(1,+0), |f|=26/3

1138.14. f(z)=Vz*+15:3—z, D;y=(1,+0), |f||=15/4

1138.15. f(z)=Vz'+80x*—z, D;=(1,400), |f]|=20
1

1138.16. f(x) Di=R, |fll=1/4

T 224105429’
13817, f(1)= o Dy=R, |/ =1/31
1138.18. f(x):m, Dy=R, |f[[=1/8
1138.19. f(x):x12+1éx6+37, Dy=R, [[fl=1/37

1

1138.20. f(x):$14+1()x7—|—397 D

=R, [Ifl[=1/14

Lista 25R - 390 - Strony 390-395



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

1138.21. f(z)=2"—7, D;=(2,3), |f]=3
=(2°-7)
=(2°=7)
=(2°=7°+7, D;=(2.3), |f|=20
=(2°=17)

(

1138.22. f(x =7, D;=(2,3), |fl=7

717, D;=(2,3), |fll=17

1138.24. f(z

)
)
1138.23. f(x)
)
)

1138.25. f(x 417, D;=(2,3), |fll=18

1139. Oszacowaé od géry (przez dowolna, ale konkretna liczbe) norme supremum
funkcji f:R — R zdefiniowanej wzorem
62% — 22+ 7
F@) = s
xS —zt+11
Rozwigzanie:
Oszacujemy wyrazenie definiujace funkcje f rozwazajac dwa przypadki:
1° Gdy |z| < 1, otrzymujemy:
628 — 2247 < 6-0+7 13
828 —zd+11 ~0—1+11 10

2° Gdy |z| > 1, otrzymujemy:
6_ .2 6_ 6
62° —2°+7 <6x 0+7x 13 < 13

SrS—2i+11 ~ 8z —a54+0 722 7

Wobec tego dla kazdej liczby rzeczywistej £ mamy
13
@l =f@) <=,

skad wynika nieréwnosé || f|| < 13/7.

1140. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f, sa dane wzorami
n=1
_ sin2"z

fnl@) =333

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktorej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby caltkowitej

o
dodatniej k <m zachodzi réwnosé F* =3 f),
n=1

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m =8.
Dla liczb catkowitych nieujemnych k£ <8 otrzymujemy
2kn . jakidsinus 2"
(k) () —
f"(@) 333 ’
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gdzie fO =f a” jakiésinus” oznacza jedng z funkcji +sin, +cos. Zatem
kno oo 9k \" 256
_ _ ) < <
Z I57=% 333n 2 (333) Z (333) e

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregéw funkcyjnych Z f,gk), a w konsekwencji moz-
n=1
liwos¢ 8-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-

razem.
Ponadto

29 cog 2" 512\"
fvgg)(x) T () -cos2x
333" 333

512 0
co dla x =0 daje szereg rozbiezny Z <333> Zatem szereg funkcyjny > f,(lg) nie jest
n=1

zbiezny (nawet punktowo), co dowodm ze liczba m =9 nie spetnia warunkoéw zadania.

W rozwigzaniu wykorzystaliémy zbiezno$¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 256,/333
bezwzglednie mniejszym od 1 i rozbieznos$¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 512/333
wiekszym od 1.

1141. Niech ( X )
cos(n’-x
fu(w) = 720
Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg > f,sk) jest
n=1
jednostajnie zbiezny, ale szereg Z fflk*l) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Rozwigzanie:

Najpierw zauwazmy, ze
3k 3 3

n¥ - jsin(n®-x)  jsin(n’-x)
fP(x) = 720 T 208k

gdzie jsin jest jedna z funkcji +sin lub 4 cos. Zatem

Hf H_ 1 _ 320
nZO 3k

Jezeli szereg liczbowy Z H flk H jest zbiezny, to szereg funkcyjny Z f) jest jedno-
n=1
stajnie zbiezny.

Poniewaz 1

SI1=5

szereg ten jest zbiezny, o ile 20 —3k > 1, czyli dla k <6.
W szezegdlnosci szereg funkeyjny > féﬁ) jest jednostajnie zbiezny.

n=1
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Jezeli H fflk) H +#0 przy n— o0, to szereg funkcyjny > f,(Lk) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Taka sytuacje mamy np. dla k=7, gdzie

=20

Wobec tego szereg funkcyjny > f}f) nie jest jednostajnie zbiezny.

n=1

Odpowiedz: Warunki zadania sg spetnione przez k =6.

1142. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f, sa dane wzorami
n=1

cosndx

fn( ) n60

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktorej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby catkowitej

dodatniej k < m zachodzi réwnosé F*®) = > fék)

n=1

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m=7.

Dla liczb catkowitych nieujemnych k£ <7 otrzymujemy

jakigsinus n®z

(k) () — 29022272 10
fn (.1') - n6078k )
gdzie fO = f, a "jakiésinus” oznacza jedn@ z funkcji +sin, +cos. Zatem
1 © 1
k) _
ZHf H_ n60— Sk\z n60—87 z_:n4<+oo,

(0.9)

skad wynika jednostajna zbieznosé szeregéw funkeyjnych f,gk), a w konsekwencji moz-
n=1

liwos¢ 7-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-

razem.
Ponadto
8 (z) =n*cosniz,

co dla x =0 daje szereg rozbiezny Z n?. Zatem szereg funkcyjny Z f nie jest zbiezny
=1 =1
(nawet punktowo), co dowodzi, ze hczba m = 8 nie spelnia Warunkow zadania.
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1143. Niech <<2n> )
(%)

Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg » f,(f) jest

n=1

jednostajnie zbiezny, ale szereg Y f{F+1)

i nie jest jednostajnie zbiezny.

n=1
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

2n k_' . 2n) |
9 = () Jz;2>(4(n) 0)
gdzie jsin jest jedna z funkcji +sin lub +cos. Stad
()
()"

Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregu
(%)

i": fék) :i 3\ 4
Sll-£

Crr)” G _G)” ()

) G G G
_((2n+1)-(2n+2)>k.<(2n+1)-(2n—|—2)-(n+1))4_>4k-44_22k+8_ oh+4) ?
- (n+1)2 (B3n+1)-(3n+2)- (3n+3) ort — 3z 30 )~

o]

N

otrzymujemy

Poniewaz 3% =729, zachodzg nieréwnodci 2% < 3% < 2%, Zatem dla k=5 otrzymujemy
g < 1. Wobec tego na mocy kryterium d’Alemberta szereg liczbowy (2) jest zbiezny,

o
a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > f7§5) jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Odnoszac powyzsze kryterium d’Alemberta do ciagu (1) otrzymujemy g > 1 dla k=6,
skad wynika, ze ciag liczbowy (1) jest rozbiezny do +oo. W szczegdlnoscei
|£22] 40,

a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > f}f") nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Odpowiedz: Warunki zadania sg spetnione przez k =25.
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1144. Niech

~ cos(n!-x)
fo(@) = TG0

Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg » fflk) jest

n=1

nie jest jednostajnie zbiezny.

jednostajnie zbiezny, ale szereg Y fF+1)

n=1
Rozwigzanie:

Niech k£ =3. Wdwczas

skad

"y __ (n')3

Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregu

pTAR S )

=1

otrzymujemy
(n+1))* (3n)! (n+1)* 1,
(Bn+3)! (n)®  (Bn+1)-3n+2)-Bn+3) 27

7 jest

Zatem szereg liczbowy (3) jest zbiezny, a w zwigzku z tym szereg funkcyjny > f)

n=1
jednostajnie zbiezny.

Ponadto (1) (nl. )
(k‘+1) _ (4) _ n! cCOS(N!-T
@) = g0 ) = PR
skad
4
)| _ ()°
Stosujac kryterium d’Alemberta do ciagu (4) otrzymujemy
(n+1)H* (3n)! (n+1)

Bn+3) ('~ (B3n+1)-(3n+2)-(3n+3) — ool

Zatem ciag liczbowy (4) jest rozbiezny do +o00, skad w szczegdlnosci

|72 #0.

(0.)
a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > fr(f) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Inne wnioskowanie: Z kryterium d’Alemberta jak wyzej, szereg % fW(0)= % (gg;
n=1 .

n=1

—

jest rozbiezny, wiec % % nie jest nawet punktowo zbiezny, a co dopiero jednostajnie.
n=1
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