Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach w czwartek 16.05.2024.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé¢ przed zajeciami !!!

Ciagi i szeregi funkcyjne.

Podsumowanie najwazniejszych wiadomosci
0 normie supremum i zbiezno$ci jednostajnej:

Norma supremum funkcji f nazywamy liczbe

1/l = sup |f(z)].

zeD f

Definicja zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego:
Ciag funkcji (f,,) okreslonych na wspélnej dziedzinie nazywamy zbieznym jednostaj-
nie do funkcji f okreslonej na tej samej dziedzinie, co zapisujemy jako f, = f, jezeli

lim || fn = f]| =0

n—oo

Jezeli ciag (f,,) funkeji ciaglych jest zbiezny jednostajnie do funkeji f, to f jest funkcja
ciagla.
Jezeli ciag (f,) funkcji majacych ciagte pochodne jest zbiezny jednostajnie do funk-

cji f, a ciag pochodnych (f!) jest zbiezny jednostajnie do funkeji g, to funkcja f jest
rézniczkowalna i przy tym f'=g.

Szereg funkcyjny Z fn 0 wyrazach bedacych funkcjami okreslonymi na wspolnej dzie-

dzinie, nazywamy zb1eznym jednostajnie, jezeli ciag sum cze$ciowych (.S,) okreslony
wzorem

Sn=>_fk-
k=1

jest zbiezny jednostajnie. Tak jak w przypadku szeregéw liczbowych, granice ciggu sum
czesciowych nazywamy suma szeregu.

Jezeli 3 || full < 400, to szereg funkcyjny > fn jest zbiezny jednostajnie.
n=1 n=1
Jezeli || fn]|-4 0, to szereg funkcyjny § fn nie jest zbiezny jednostajnie.

Jezeli szereg funkcyjny Z fn 0 wyrazach bedacych funkcjami ciggltymi, jest zbiezny

jednostajnie, to jego suma Jest funkcja ciagta.
Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego % fn maja cigglte pochod-

ne, a szereg Z fl tez jest zbiezny jednostajnie, to suma szeregu Z fn jest funkcja

rozmczkowaln@ oraz
00 / 00 ,
(Xh) =31
n=1 n=1
Analogicznie w przypadku pochodnych wyzszych rzedéw.
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Obliczy¢ norme supremum funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem na podanej dzie-
dzinie.

1 1

1116. f(x):m, D;=R 1117. f(x):m, D;=R
1118. f(x)=2% D;=(-1,2) 1119. f(x)=2° D;=(-4,3)
1120. f(z)=arctg z, D;=R 1121. f(x)=arctg sinz, Dy=R
1122. f(z)=sinz+cosz, D;=R 1123. f(z)=sinz+V3-cosz, D;=R
1124. f(x)=2°—z, D;=(-1,1) 1125. f<x>:/$t;z;7 Dy =(1, 4+0)

1

Oszacowaé od gory (przez dowolna, ale konkretng liczbe) norme supremum funkcji f

zdefiniowanej podanym wzorem na podanej dziedzinie!.

Tot+ 1122 +13 112t — 722413
1126. = D;=R 1127. = =
1) 204 +322+5 * 7 /(@) 3zt —2z2+5 7
27 + 57 487 rodt
1128. =——— D/=R 1129. = D,=(0
f@ = D e -o/t4+1’ 7 =(0, +50)
1130. f(z) 7Sintdt D; = (0, +00) 1131. f(z) ismn%4 D;=R
fl@)= [ = 00 . flx)= =
) P41 ! ’ — p2yn
1132. Dowies¢, ze szereg
> sinnx
e

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciagta.

1133. Dowies¢, ze szereg
X cosnx

>

n=1 ’I’L3+8

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja rézniczkowalng i ma ciagta pochodng.

'Wskazéwka do niektérych zadan:
Oszacuj podane wyrazenie osobno w przypadkach |z| <11 |z|>1
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1134. Dowies¢, ze szereg
> sin2™x

2 am?
=1 ()

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja pieciokrotnie rézniczkowalng i ma ciggte pochodne
do rzedu piatego wtacznie.

1135. Dowies¢, ze szereg
> sinnx

>

n=1 3n+1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja majaca ciggte pochodne wszystkich rzedow.

1136. Dowies¢, ze szereg

i n?-sinnx 4 cosn’x

= n® 488

jest zbiezny, a jego suma jest funkcjg trzykrotnie rézniczkowalng i ma ciggle pochodne
do rzedu trzeciego wtacznie.

1137. Dowies¢, ze szereg

< gin n2020x
>

n=1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja majaca ciagte pochodne wszystkich rzedow.

1138. W kazdym z zadan 1138.1-1138.25 podaj norme supremum funkcji f o po-
danym wzorze i dziedzinie.

1138.1. f(z)=T7sinz, Dy=R, |fll=.. . o

1138.2. f(z)="7sinz—3, D;=R, | fll= . oo

1138.3. f(z)="Tsin?z—3, D;=R, [[fll= - oooiiiii

1138.4. f(z)=Tsin’z—3, D;=R, [[fll= . ooiiiiii

1138.5. f(z)=logyx—2, Dy=(%.8), Ifl=- oo

1138.6. f(z)=log,x—2, D;=(2,32), |[fll= . oo

1138.7. f(x)=(logyx)’—6, Dp=(%4), [Ifl= ...

87

1138.8. f(x)=(logyx)’—6, Dp=(%,4), [Ifl= ..o

1138.9. f(x)=(logyx)' =6, Dp=(%,4), |Ifl= ...
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1138.10. f(x)=vVa2?+3z—z, Dy=(1,400), |fll= oo
1138.11. f(x)=va?2+8x—z, Dy=(1,400), |[fll= oo
1138.12. f(z)=Va3+722—xz, Dy=(1,400), |fll= - oovieieiii..
1138.13. f(z)= V2342622 —x, Dy=(1,400), |Ifll= . ooeeieiiiiii
1138.14. f(z)=Va'+1523—xz, Dy=(1,400), |fll= . ooeeieiiii
1138.15. f(z)=Vai 48023 —x, Dy=(1,+00), [Ifll= 0 vieeireieiiiiii...
13816, f(r) = s D=R. /]

. . X _.1'2—|—101'—|—29’ =N, T
1138.17. f( )—; Di=R, [fll=

. . T _x4—|—10x2+31’ F= K, T
1138.18. f( )—; Di=R, [fll=

. . x _:L'8—10:L'4—|—33’ =N, R N T PO
1138.19. f(z)= ! Di=R, [fll=

. . T _[E12+1OZE6—|—377 =N, T
1138.20. f(z)= ! D,=R, |f|=

. . —x14+10x7+397 f— 5 it e e s e s e s s e e s s e s e e s s s e e
1138.21. f(2)=2"=7, Dy=(2,3), |fll= oo
1138.22. f(z)=(2=7)"=7, D;y=(2,3), |Ifll= 0 oo,
1138.23. f(z)=(2=7)>=17, D;=(2,3), fll= - e,
1138.24. f(z)=(2=7)°+7, D;=(2,3), |Ifll= - oo,
1138.25. f(2)=(2=7)°+17, D;y=(2,3), Ifll= - oo
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1139. Oszacowaé od géry (przez dowolna, ale konkretna liczbe) norme supremum
funkcji f: R — R zdefiniowanej wzorem
625 — 22 +7
f(l') = ] 4 :
8r® —xt+11

1140. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f, sa dane wzorami
n=1
sin2"x
n\r)=
Wyznaczy¢ najwicksza liczbe naturalng m, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby catkowitej

dodatniej k < m zachodzi réwnosé F®) =3 f0),
n=1

1141. Niech

Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg f,(bk) jest

n=1

nie jest jednostajnie zbiezny.

jednostajnie zbiezny, ale szereg Z fflkﬂ)

n=1

1142. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f, sa dane wzorami
n=1

COS 7181'

fo() = T 60
Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktorej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie rézniczkowalna, a ponadto dla kazdej liczby caltkowitej

dodatniej k <m zachodzi réwnosé F* =3 f),
n=1

1143. Niech ((2 ) )
cos((7")-x
Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg » f,(f) jest

n=1

jednostajnie zbiezny, ale szereg » f,g’”l) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1
1144. Niech
_ cos(n!-x)

fnl(@) = (3n)!

Wskazujac odpowiednig liczbe calkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg » f,(Lk) jest

n=1

jednostajnie zbiezny, ale szereg > fT(LkH) nie jest jednostajnie zbiezny.

n=1
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