Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

1099. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania z* = —4 w liczbach zespolonych.
Zapisa¢ wszystkie rozwigzania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygono-
metrycznych) oraz zaznaczyé¢ wszystkie rozwiazania na plaszczyznie zespolonej wyko-
rzystujac zamieszczony nizej rysunek, na ktérym narysowano okregi o $rodku w zerze
i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.
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Rozwigzanie:

Liczba zespolona —4 ma modut 4 i argument 7, w zwiazku z czym jej pierwiastki czwar-
tego stopnia maja modul v/4=+/2, a jeden z nich ma argument /4. Tym pierwiastkiem
jest wiec v/2- (cos 1 +i-sin§> =1-+1. Pozostale trzy rozwigzania danego w zadaniu row-
nania leza na okregu o promieniu v/2 co 90°.

Inaczej: liczba —4 ma modut 4 i argument 7, a zatem jej pierwiastki czwartego stopnia
maja modut v/2 i argumenty 7/4+kr/2 dla k=0,1,2,3, czyli odpowiednio /4, 37 /4,
b /4, Tr /4.

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 4 rozwigzania: +11=+41.
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1100. Wyznaczyé¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2% = 2723 w liczbach zespolonych.
Zapisa¢ wszystkie rozwigzania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygono-
metrycznych) oraz zaznaczyé¢ wszystkie rozwiazania na plaszczyznie zespolonej wyko-
rzystujac zamieszczony nizej rysunek, na ktérym narysowano okregi o $rodku w zerze
i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.
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Rozwigzanie:

Przepisujemy dane réwnanie w postaci
z3~(26—27) =0.

Powyzsze réwnanie jest spelnione przez z =0 oraz przez takie liczby zespolone z,
ze 25 =27.

Zauwazmy, ze jednym z rozwigzan réwnania 20 =27 jest z = /3, a pozostale pie¢
rozwigzan tego rownania lezy na okregu o promieniu v/3 co 60°.

Inaczej: liczba 27 ma modut 27 i argument 0, a zatem jej pierwiastki szdstego stopnia
maja modut v/3 i argumenty 2k7/6 dla k=0,1,2,3,4,5, czyli odpowiednio 0, 7/3, 27/3,
m, 4w /3, b /3.

V3 3i

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 7 rozwigzan: 0, ++/3 oraz il? +9 5
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1101. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2”4+ 423 = 82* +32 w liczbach ze-
spolonych. Zapisa¢ wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkeji
trygonometrycznych) oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwiazania na plaszczyznie zespolonej
wykorzystujac zamieszczony nizej rysunek, na ktéorym narysowano okregi o §rodku w ze-
rze i promieniach /n dla n=1,2,3,4 oraz proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.

Lista 24R - 381 - Strony 377-389



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

Rozwigzanie:
Przepisujemy dane réwnanie w postaci
23 (z4+4) =8 (z4+4> ,

czyli
(2*—8)- (" +4) =0.

Rozwigzujac réwnanie 2% +4 =0, czyli z* = —4, stwierdzamy, zZe liczba zespolona —4
ma modul 4 i argument 7, w zwigzku z czym jej pierwiastki czwartego stopnia ma-
ja modul v4=+/2, a jeden z nich ma argument /4. Tym pierwiastkiem jest wiec

V2- (cos%—i—i-sing) = 1+1. Pozostate trzy rozwiazania tego réwnania leza na okregu

0 promieniu V2 co 90°.

Inaczej: liczba —4 ma modut 4 i argument 7, a zatem jej pierwiastki czwartego stopnia
maja modut v/2 i argumenty 7/4+k7r/2 dla k=0,1,2,3, czyli odpowiednio /4, 37 /4,
b /4, Tr /4.

Z kolei rozwigzujac réwnanie 23 —8=0, czyli 23 =8, zauwazamy, Ze jego rozwigzaniem
jest z =2, a pozostate dwa rozwigzania tego roéwnania lezg na okregu o promieniu 2
co 120°.

Inaczej: liczba 8 ma modut 8 i argument 0, a zatem jej pierwiastki trzeciego stopnia
maja modut 2 i argumenty 2k7/3 dla k=0,1,2, czyli odpowiednio 0, 27/3, 47/3.

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 7 rozwiazan: 411457, 2 oraz —1 =4 +/3i.
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1102. Obliczy¢ wartosé catki

s

/ sin” x de .

0
Przedstawi¢ wynik w postaci utamka nieskracalnego o dwucyfrowym liczniku i mianow-
niku.

Rozwigzanie:
Sposob 1
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonome-
trycznej.
Przyjmijmy
z=cosT+isinw,
co daje
Zt—=2z"
n - n - .
2" =cosnx+isinnz, 2z " =cosnx —isinnz, sinne =—op
1

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
. 2=z N\ T T 42123 — 35243527 =218 4 T2 — 27
sin‘ = =
21 —128:
sin7r  7sinbxr 2lsindz . 35sinx

64 64 64 64
Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke:

™

/ 7 d /7r sin7x+7sin5x 2lsin3x+35sina:d

sin‘zdr= | — — =

: ! 64 64 64 64

_cos?x 7cos5a:+21cos3x 35cosx " _cos?x 70055x+7cos3x 35cosx B

S 764 564 3-64 64 | 764 564 64 64 |
_cos77r 7COS57T+7COS37T 3bcosT cosO_l_?cosO 7COSO+35COSO_
T7-64 5-64 64 64 7-64  5-64 64 64
T I N

564 64 64 32 75 B

764 564 64 61 764
! < 1 7 )1 ( 1 7 )—5+49+980102432
- _ L —

o428 = [ 24242 = =22,
AR I N R 1120 1120 35

Odpowiedz: Podana caltka ma warto$¢ 32/35.

Sposob 11
Podstawienie ¢t = cosx i formalnie dt = —sinx dx prowadzi do
s 1 1

—1
/sin7xdx:—/(1—t2>3 dt:/—t6+3t4—3t2+1dt:2-/—t6+3t4—3t2+1dt:
1

0 —1 0
1
t7 3P 1 3 —5+21 16 32
=9 -+ Byt =2 —=4-|=2.——=2.— =
( 7+ 5 +> o ( 7+5> 35 15 35
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1103. Obliczy¢ wartos¢ caltki oznaczonej
/6
/ cos®z dx .
0
Rozwigzanie:
Korzystajac z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednig tozsamosé trygonometrycz-

na.
Przyjmijmy z =cosx+isinxz. Wowczas

n . n . A A
Z"=cosnx+isinnr, 2z "=cosnr—isinnr, cosnr=
Zatem .
24271 204624 4+1522420+ 15224624+ 26
cos® x = = —
2 64

B cosbOx . 3cosdx i 15cos2x L i

32 16 32 16"
Wobec tego

/6 W/Gcos 6x 3cosdx 15cos2x 5
6
de = = dr=
O/cos.tz::z: 0/ 39 + 16 + 39 +16:1:
/6 /6 . . . /6
:/ cos6x+30054a:+1500823:dx+/ idx:sm6x+38m4x+15sm2w +E.E:
: 32 16 32 ! 16 192 64 64 o 6 16
_sinm | 3sin(27/3) | 15sin(n/3) Sr_ 0 3 (V3/2) PR (V3/2) LT
192 64 64 96 192 64 64 9
18-(v3)2) bm_9v3 , br
N 64 9 64 96

57 93

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ % + o1

1104. Obliczy¢ catke

™

/ sin®x dz .
0

Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycz-

nej.
Przyjmijmy
z=cosr+isinz,
co daje
n . . . , z—2z71 22
2" =cosnx+isinnz, 2z " =cosnx—isinnz, sing=—p-—, COSTEL = ———
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Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
. 8 <z—zl>8 28— 8204282 —5622+70—562"24+282"4 8264278
sin®x = =

24 256
_ CO8 8 cosbx n Tcosdxr Tcos2x n 35
©128 16 32 16 128 °

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelnym
okresie jest zerem, pozwala wydatnie uprosci¢ obliczenia):

T

" g Tcos8r  cosbxr Tcosdr Tcos2xr 35 35w
/ sin®x dx = — + — + T = .
: ! 128 16 32 16 128 128

Odpowiedz
Dana catka ma warto$é¢ 35 /128.

1105. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
2

/ sin?x-cos*x dx .
0
Doprowadzi¢ wynik do postaci w-m, gdzie w liczba wymierna.
Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycz-
nej.
Przyjmijmy z =cosz+isinz, co daje

Z"=cosnr+isinnr, z "=cosnr—isinn, cosnx:T, sinnr=

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
z—z‘l)z <z+z‘1>4 (P —24277) (M 42246442724 271

29 2 —64
2042242242724 22744 276 cosbr cosdr cos2r 1
B —64 T3 16 3 16
Inna wersja najbardziej uciazliwego fragmentu powyzszych rachunkéw:

z—2N\? (24271 4_ z—zb 242 N? (4! 2_ 22— \? gt 2_
(2z>< 2 )‘( 2i 2 )( 2 )‘( 4i >< 2 )‘
(#*=2+27%)-(24+2+272) 204224 -2 —4— 27242714270

—64 B —64 '

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze caltka z cosinusa po pet-
nym okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):

sin?z-costx = (

2 A cosbxr cosdx cos2z 1 ™
/sinzx-cos4xdx:/— — + +—dr=—.
5 ) 32 16 32 16 8

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma warto$¢ /8.
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1106. Udowodnié nierdwnosé
4

/cosloxdx<7r.
0

Rozwigzanie:

Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycz-
nej.

Przyjmijmy
z=cosx+isinzx,
co daje
n . n . 2Nz
z" =cosnx+isinnz, z " =cosnx —isinnx, CcoSnT = 5
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
24\
10, _
cos " x = ( 5 )
B 21041028 445254+12024 4210224+ 2524210224+ 12024 +452 04+ 102 842710 B
N 1024 n
_cos 10x n 5cos8x n 45 cosbx n 15cos4dx L 105cos2x n 63
- 512 256 512 64 256 256

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelnym
okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):
o Feosl0z  5cos8r  45cosbr  15cosdr  105cos2z 63 631

10 dr = —dr=——<T1.
O/COS rar 512 256 512 T 64 956 256" 61 =7

1107. Znalez¢ taka funkcje dwukrotnie rézniczkowalng f: R — R, ze
f"(z)=cos*z dla kazdego z€R,
a ponadto f(0)= f(m)=0. Obliczy¢ f(2r).
Rozwigzanie:

Korzystajac z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednia tozsamosé¢ trygonometrycz-

na.
Przyjmijmy z = cosz +isinz. Wéowcezas

n —n

z

n . n . +z
Z~ =cosnx+ismne, Z T =cosnr—1smnz, cosnxr =

2
Zatem

A 24271 4_z4+422+6+42_2+z_4_cos4x+cos2x+3
B 16 8 2 8

W konsekwencji
cosdxr cos2x 3 B sindxr sin2x 3x

I
— 2 do =
() s T TgWT g Tty

+C
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oraz
sindr sin2r 3z cosdr cos2x  3x?
= —+Cdr=— — —+Cz+D.
Jo)=] =gt 3 Ty tldr=—rpg — g tyg Ot

Z warunku f(0) =0 otrzymujemy

1 1

- iD=

128 8 + 0,

skad D =17/128. Natomiast z warunku f(7) =0 otrzymujemy
1 1 3m? 17
T2 s 16 T s =Y

co daje C=—3w/16.
Szukana funkcja jest wiec dana wzorem
cos4x cos2x 3x%? 3wx 17

f(x)=— — + — + ,
128 8 16 16 128

a przy tym
_cos8m  cosdm  3(2m)* 3m(2m) 17 32

128 s 16 16 128 8

f(2m) =

1108. Wyznaczy¢ taka liczbe wymierna a <7, ze

/7 de —m
Joa2+1 47

Rozwigzanie:

Poniewaz
7

/ du =arctg x
J 24+1 &

pozostaje znalez¢ liczbe a spetniajaca réwnanie

=arctg 7—arctg a,

Tr=a

arctg 7 —arctg a = % =arctg 1,

czyli
arctg a =arctg 7—arctg 1.

Poniewaz arctg t jest argumentem liczby zespolonej 1+ ti, otrzymujemy

arctg a = arctg 7—arctg 1 = arctg 7+arctg (—1) = arg(1+7i) +arg(l —i) =
3 3
=arg((1+74)-(1—14))+2kw = arg (8+61) + 2km = arg (1 + 47j> +2km = arctg 1 + 2k,
skad po uwzglednieniu nieréwnosci

0< t 3<7T
arc — —
51579

0 <arctg 7—arctg 1 < g

wynika k=0 oraz a =3/4.
Odpowiedz: Warunki zadania spehia liczba a =3/4.
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1109. Podaj wartos¢ catki oznaczonej. Wynik zapisz w postaci w albo w-,/p, gdzie
w jest liczba wymierng zapisang w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego,
a p jest liczba pierwsza.

w/2 w/3

a) /singxdx:2/3 b) /sin3xdx:5/24
0 0
/2 w/2

c) /sin?’xdx:3/8-\/§ d) /sin3xdx:5/12-\/§
/6 w/4

1110. Podaj w postaci przedziatu zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich
parametru p, dla ktérych podana liczba zespolona z spetnia nieréwnosé |z —1| > |z —3|.

a) z=logyp+i-logsp, <4, oo) b) z=logsp+i-logsp, (9, oo)
c) z=logsp+i-log,p, (25, oo) d) z=log;p+i-logyp, (49, oo)

1111. Niech z=1—1. Podaj w postaci kartezjanskiej:
a) 2 =8+8-i b) 2*=16
c) 27=16—16-i d) z'°=-32-i

1112. Niech z =V/3+i. Podaj cze$¢ rzeczywista potegi liczby 2:
a) Re <z5) ——16-V3 b) Re (2’6) =—64
c) Re (27) ——64-V3 d) Re <z8> =—128

1113. Podaj taka liczbe rzeczywista dodatnig a, aby liczba zespolona z podanej
postaci spelniata réwnanie 2 =27 .

2 3

a) z:§+ai, a=+'5/3 b) z:g+az’, a=4/5
1 4

c) z:z—i-ai, a=v15/4 d) z:g—i-ai, a=3/5

1114. Dla danej liczby naturalnej n podaj taka liczbe wymierna w, ze
arctg n+arctg w =arctg(n+1) .
a) n=2, w=1/7 b) n=3, w=1/13
c) n=4, w=1/21 d) n=5 w=1/31

1115. Dla danej liczby naturalnej n podaj taka liczbe wymierna w, ze
arctg n+arctg w = arctg (2n) .
a) n=1, w=1/3 b) n=2, w=2/9
c) n=3, w=3/19 d) n=4, w=4/33
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