Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

1077. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
x  (4n)! -z

—_ 1

2 (2n)!-nl-nn (1)

n=1

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy

z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(An+4)!- 22 (2n)!-n!-n"

(2n+2)1-(n+ 1D (n+1)"+1 (4n)l- 227

(4n+1)-(4n+2)-(4n+3)- (4n+4)-2? 64 - z*
T @) @nt2) (D) (S (n 1) e
przy n — oo.
Tak wiec zastosowanie kryteriugn d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych

64-x

wyrazow szeregu (1) réwnej

64 - 22
T < 1, czyli |z| < \ég, to szereg (1) jest zbiezny.

Jezeli

64 - 2
TS 1, czyli |z| > ﬁ, to szereg (1) jest rozbiezny.

Jezeli zas

% ol

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 3

1078. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
2n 4
<(2n)!-
) : (2)

=
n
nzzzl nl-nn

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (2) traktowanego jako szereg liczbowy

z parametrem x # 0.
Otrzymujemy

(Q:LQ) C(2n+2)! . gintt _ n!-n" _
(n+ Dl (n+1)m (7). (2n)1- 2t

(Cr?) (@n+1)-@2n+2)-laf

() (D) (52)" (et 1)
:2-(2n+1).2-(2n+1). xt —>16-$—4
n+1 n+1 (”Tﬂyl e
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Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
4

x
wyrazoéw szeregu (2) réwnej 16- —.
e
4 4
x e
Jezeli 16- — < 1, czyli |z| < \g_, to szereg (2) jest zbiezny.
e
Jezeli zas$ 16-— > 1, czyli |z| > o to szereg (2) jest rozbiezny.
e
4
e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (2) jest réwny 5

Ve

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 5

1079. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

0o nl. (2:)3 .o
,; nl.2n 3)

Rozwigzanie:

Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (3) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.

Otrzymujemy
(n+1)n+1,(27;:§-12>3,x5n+5' nl.on ) (n+1)- (nTH)n . .(27?112>3 )
(n41)!-2n+1 n"-(%:)?)-:ﬁ” (n+1)-2 (27?)3

ntl\™ |15 3, 3
2 (n+1)3-(n+1)3

przy n— oo.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw szeregu (3) réwnej 32e-|z|°.

Jezeli 32e-|x|°> <1, czyli

(3) jest zbiezny.

1
2

Jezeli za$ 32e- |z|” > 1, cayli |z| > -—=
ezeli zas 32¢- || czyli |z 2\/_

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (3) jest réwny

to szereg (3) jest rozbiezny.

1
1
2. e

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci

1080. Wyznaczy¢ przedziat zbieznoSci szeregu potegowego

Rozwigzanie:
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Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci danego szeregu. Otrzymujemy

2
n
||
= =0, .

n!

an
(n!)"
Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy
kryterium d’Alemberta, tym razem do ciggu (b,). Otrzymujemy
b1 _ o[>
b, n+l1
Jezeli nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy ¢, przy n — oo, stosujemy po-
nownie kryterium d’Alemberta, tym razem do ciggu (c¢,). Otrzymujemy
Cntl _ o ML o

Cn, n+2

n

= n -

przy n — oo.

Jezeli |z| <1, czyli 22 <1, to z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (c,)
wynika, ze JLIQO cn=0<1.

Z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) wynika, ze lim b, =0<1. Takze
dla x ==+1 otrzymujemy lim b, = lim e 0<1.

n—oo n—oo n

Wobec tego z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do danego szeregu potegowego
wynika, ze jest on zbiezny.

Jezeli |z| > 1, czyli 22 > 1, to z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (c,)
wynika, ze nh_)rglo cp=+00>1.

Z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) wynika, ze nlgg@ b, =400 > 1.

Wobec tego z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do danego szeregu potegowego
wynika, ze jest on rozbiezny.

Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci danego szeregu potegowego jest [—1, 1].

1081. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
x 2™ (2n)!- (8n)!- P

>

> (4)

dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni
i skonczony.

n!.npn

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (4) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.

Otrzymujemy

2"t (2n+-2)!- (8n+8)!- P tP n!-nPm
(n+ D)L (n+Lyrmte 20 (2n)1 (8n)!-aen |
2:(2n+1)-(2n+2)-(8n+1)-(8n+2)-(8n+3)-...- (8n+8)-[z[F
(n+1)- (=)™ (n+1)p B
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82 (2n+1)-(8n+1)- (8n+2)-(8n+3) ... (8n+7)  |o? o [al?
e 1 7y e

przy n— oo, o ile p—1=38, bo tylko w tym przypadku pierwszy czynnik powyzszego
iloczynu ma granice rzeczywista dodatnia.
Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
9
x
wyrazoéw szeregu (4) réwnej 227~|—g|) dla p=9.
e
27 | Edls . .
Jezeli 27" —— < 1, czyli |z| < § to szereg (4) jest zbiezny.
e’
9
x
Jezeli zag 2%7 . ‘— > 1, czyli |z| > é to szereg (4) jest rozbiezny.
e?

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (4) jest réwny 3

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p =9 promien zbieznosci —

1082. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

4 4

nt . pen

xXn

>

n=1 (nl)n3 ‘

()

Rozwigzanie:

Oznaczmy n-ty wyraz szeregu (5) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem x
przez a,, i zastosujmy do niego kryterium Cauchy’ego. Otrzymujemy

n/‘an

W celu obliczenia granicy ciagu (b,) stosujemy kryterium Cauchy’ego do tego ciagu.

Otrzymujemy e |;1:]”3 ”2.|x|”2
\/ b, = =cp.
(-

o |t :c”4

= =by.

(n!)n?

(n!)n*

W celu obliczenia granicy ciagu (¢,) stosujemy kryterium Cauchy’ego do tego ciagu.

Ot ]
rzymujemy [ el

_n
Ve = (nhm — n!

W celu obliczenia granicy ciagu (d,,) w przypadku x # 0 stosujemy kryterium d’Alem-
berta do tego ciagu. Otrzymujemy

dpt1  (n+1)"H |:1c|"Jr1 n! n+1
= =[xl —>€'\$|

=d,.

d, (n+1)! FLIG
przy n— oo.

Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazow ciagu (d,,) réwnej e-|z|.
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Jezeli e-|z| <1, ezyli |z| <1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta
nlgg() d,=0<1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (c,) mamy

lim ¢, =0<1,

skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,,) dostajemy
?IILH(DIO b,=0<1,

skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu (5) wnioskujemy, ze szereg
ten jest zbiezny.
Jezeli zas e-|x| > 1, czyli |x| > 1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta

nlljg() d,=40c0o>1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (c,) mamy
7}13)1@ Cp=-400>1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,,) dostajemy
nlg]g() b,=4+0c0>1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu (5) wnioskujemy, Ze szereg

ten jest rozbiezny.
Zatem promien zbieznosci szeregu potegowego (5) jest réwny 1/e.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 1/e.

1083. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
< (2n)!- (4n)!- xP™

>

> (6)

dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni
1 skonczony.

n!-nrr

Rozwigzanie:

Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (6) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(2n+2)!- (4n+4)! - gPmt? nl-np" B
(n+1)!-(n+41)ptr (2n)!- (4n)!-zrn|
(2n+1)-(2n+2)-(4n+1)-(4n+2)- (4n+3)-(4n+4)-|z|P
8-(2n+1)-(4n+1)-(4n+2)-(4n+3) ||P %zlo-m

w1 ey e

n

przy n— oo, o ile p—1=4, bo tylko w tym przypadku pierwszy czynnik powyzszego
iloczynu ma granice rzeczywista dodatnia.
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Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych

5
wyrazéow szeregu (6) réwnej 210 % dla p=5.
e

210 | ‘5

Jezeli <1, czyli |z| < Z to szereg (6) jest zbiezny.

5
Jezeli zag 210 ‘x— > 1, ezyli |z| > Z to szereg (6) jest rozbiezny.
ed

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (6) jest réwny T

e
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p=>5 promien zbieznodci —

1084. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego

© /n-64n. g3
=1 on+7

Rozwigzanie:

Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu potegowego traktowanego jako sze-

reg liczbowy z parametrem x # 0.
1 Sn+17
_ 8|zl n 8 [z
n on—+12

Otrzymujemy
(n+1)-64nt1. g3n+3 5n—+7

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych

wyrazéw danego szeregu potegowego réwnej 8- |z|3.

5n+12 V/n-647 . 3

przy n — oo.

Jezeli 8-|z|* <1, czyli |2 < 1/2, to szereg jest zbiezny.
Jezeli zaé 8-|z|® > 1, czyli || > 1/2, to szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 1/2.

Dla x =1/2 otrzymujemy szereg, ktéry na mocy kryterium poréwnawczego jest roz-

biezny:
> n > n 1 &1
S S S Y S —e
g on+7 0 bn+Tn 12 = vn
Dla z = —1/2 otrzymujemy Szereg
= 5n+7 ’

ktory jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
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Sprawdzamy to nastepujaco:

1
li \/ﬁ—l' vi_ O g

noBn 4T %54l 540

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

Vi vnAl
on+ 7 Sn+12°
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom

V- (5n+12) > vVn+1-(5n+7),

n-(5n+12)° > (n+1)-(5n+7)?,
n- (250 +120n+144) > (n+1)- (250 +70n+49) |
2513 4+ 120n2 4 144n > 25103 4+95n? + 1190+ 49 ,
25n2425n > 49,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny dla x = —1/2 na mocy
kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma przedzial zbieznosci [—1/2, 1/2).

Uwaga: Stosowanie kryterium d’Alemberta nie jest konieczne, ale jego unikanie nie
wydaje si¢ specjalnie praktyczne. Mozna bowiem wyobrazi¢ sobie naste¢pujace rozwigza-
nie:

e Jakim$ sposobem zgadujemy, ze promien zbieznosci jest rowny 1/2.

e Dowodzimy jak w przedstawionym rozwiazaniu, ze szereg jest rozbiezny dla x =1/2
i zbiezny dla z=—1/2.

e Przedstawiamy rozumowanie, z ktoérego wynika, ze jesli szereg potegowy jest rozbiezny
dla z=1/2 i zbiezny dla x =—1/2, to jego promien zbieznosci jest réwny 1/2.

1085. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
> (bn+2)"-z"
nz::l (Tn+3)"
Jesli nie potrafisz, to przynajmniej wyznacz promien zbieznosci.

Rozwigzanie:
Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci danego w zadaniu szeregu
traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem x. Otrzymujemy

7# (nt2)"-an| _ (5n+2)-|a| _ 5-|z|

(Tn+3)" m+3 7
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5 |x 7
Jezeli 7| | <1, czyli |z| < o to dany w zadaniu szereg jest zbiezny.

5- ||
7

7
Jezeli za$ > 1, ezyli |z| > 5 to dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego jest rowny £

Pozostaje rozstrzygnaé¢ zbieznosé szeregu na koncach przedziatu zbieznosci, czyli dla
x==27/5. W tym przypadku rozwazymy ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw szeregu:

’(5n+2)”-x”_(5n+2)"-7”_(35n—|—14)”_< 1 )”_
(Tn+3)" | (Tn+3)"-57  (35n-+15)" 35n+15)

1 35n+15\ 3BniTs 13 _
—((1--"— 0.
(( 35n+15> = () f#

Poniewaz wartosci bezwzgledne wyrazéw szeregu daza do liczby réznej od zera, szereg
jest rozbiezny.

Odpowiedz:
Przedziatem zbieznosci danego szeregu potegowego jest przedziat (—7/5, 7/5).

1086. Niech f:R — R bedzie funkcja zdefiniowang wzorem

flz)=22 ¢ .

Obliczy¢ f*)(0) dla k=50, 51, 52, ..., 60.

Rozwigzanie:
Ze wzoru!
o mn
x
ef=>» —
>
n=0 "%
wynika
n

O pln
=X

i w konsekwencji
£Tn+22

fla)=a®e" =3

Zapisalismy wiec funkcje f w postaci sumy szeregu potegowego zbieznego na calej proste;j.
Ze wspotczynnikéw tego szeregu mozna odezytaé pochodne funkeji f w zerze, a doktad-
niej: jesli w szeregu wystepuje wyraz a,x”, to

FE0)=k!-ay.

Interesujace nas niezerowe wyrazy szeregu potegowego odpowiadaja n=4, k=>50 oraz
n=>5, k=>57.

1Jedli czujesz sie niepewnie patrzac na wzory ze znakiem Y, rozpisz sobie kazda z sum "z kropecz-
kami”, aby wyraznie widzie¢, jakie sktadniki zawiera.
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Wobec tego
50!
(50) (()) —
57!
(57) —
oraz
9 0)=0

dla pozostalych k& wymienionych w tresci zadania.

1087. Niech f:R — R bedzie funkcja ciagla zdefiniowang dla x # 0 wzorem
2020

et — ;0 %L
flx)= 2021
Obliczy¢ f(0) oraz f'(0).
Rozwigzanie:
Ze wzoru
. o0 xn
©C =2y
n=0 TV
wynika

i w konsekwencji

o 2020 "
_ﬂ_ S Lgom_ooxin
f@)=—pmt—= > =% oam

Dla z # 0 zapisaliémy wiec funkcje f w postaci sumy szeregu potegowego zbieznego
na calej prostej, a poniewaz zaréwno funkcja f jak i suma powyzszego szeregu potegowego
sg funkcjami ciggltymi, réownosé zachodzi takze dla x =0.

Wobec tego?

1
10)= 2021
oraz3
J1(0)=
20221

1088. Obliczy¢ sume

Xn
2 o

n=1

2Uwzgledniajac wyraz ostatniego szeregu odpowiadajacy n = 0.
3Uwzgledniajac pochodng wyrazu odpowiadajacego n=1.
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Wskazoéwka: Obliczy¢ sume szeregu potegowego
> na".
n=1
W tym celu zastanowi¢ sie, jakiego prostego szeregu pochodng jest ten szereg lub szereg
bardzo do niego zblizony.
Rozwigzanie:

Po obustronnym zrézniczkowaniu wzoru*

oo
St =
n=0

1
1—=x

otrz y muj emy5
0 1
n—1
E nx =,
n=1 (1 x)Q

skad po obustronnym wymnozeniu przez x dostajemy

o n x
nglnx =

Podstawienie = =1/2 daje po lewej stronie szereg liczbowy z tresci zadania, a prawa
strona jest réwna 2.

Odpowiedz: Szereg liczbowy podany w tresci zadania ma sume 2.

W ponizszym zadaniu masz podany szkielet rozwigzania. Twoje zadanie
to uzupelni¢ brakujagce fragmenty w miejscu kropek.

1089. Obliczy¢ sume szeregu
(=1)"

oo
>
n=0

3n+1"
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f dana wzorem
00 x3n+1
= , 1
f(z) 2%3n+1 (1)

Przedziatem zbieznosci szeregu potegowego definiujacego funkcje f jest przedzial [—1,1).
Na tym przedziale funkcja f jest ciggta, a we wnetrzu tego przedziatu mozemy réznicz-
kowaé szereg potegowy wyraz za wyrazem. Tak wigc we wnetrzu przedziatu zbieznosci

funkcji f mamy
> 1
/ _ 3n —

4Wzér ten jest prawdziwy dla x € (—1, 1).
5Skladnik odpowiadajacy n=0 jest zerowy, wiec go pomijamy.
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Zatem funkcja f jest funkcja pierwotng powyzszej funkcji i do znalezienia wzoru definiu-
jacego funkcje f bez szeregu potegowego wystarczy obliczy¢ catke [ f/(x)dx.
Korzystajac ze wzoru

az?+br+c
/7dx:
1—a3
ety et (1+2w>_(b+c)1n|1—:c!+(b+c)1n(x2+x+1)_aln\1—x3|+c
dla a=0, b=0, c=1 otrzymujemy
1422\ Injl—z| In(z2 1
f(I)Z/f’(x)dxz\f-arctg( 4\;3517>_ n| ) z| In(x jga:—l- )+C’. @)

W celu dobrania odpowiedniej statej catkowania C' poréwnujemy wzory (1) i (2) dla
x=0. Zgodnie ze wzorem (1)

f(0)=0,
natomiast wzér (2) daje
3 Inl Inl 3
f(O)ziarctg(l/\/g)—f—i-f—i—C:Q—i-C.
3 3 6 18
Stad
co_ V3T
18
1 ostatecznie
3 1+2 In|1— In (22 1 3
f(x)—i-arct ( + Jz)_n] x|+n(x +z+ )_\/_7?. 3)
V3 3 6 18
Przyjmujac x = —1 we wzorze (1) otrzymujemy dany w zadaniu szereg liczbowy jako

réwny — f(—1). Z drugiej strony wzér (3) daje

In2 Inl In2 In2
f(—l):\/g-arctg<—1/\/§>—n+n—\/gﬁz—\/gﬂ—n—\/gﬂz—\/gw—n.
3 3 6 18 18 3 18 9 3

3 In2
e

3

Odpowiedz: Suma danego w zadaniu szeregu liczbowego jest réwna
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