Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

959. Udowodni¢ zbieznos¢ calki niewtasciwe;j

/ 2" dx
0 Vad+ad '
Rozwigzanie:

Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

70 2" dx / 2" dx T a"dr
0 Vad+a® \/x9+$8 \/x9+x8'
Wykazemy, ze kazda z dwoch catek Wystegpujqcych W powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 ™ dx </1 ™ dx /1 dx s
- — OO’
; \/l‘9+$8\0 VO+a8 i
bo 4—7m < 1.
Podobnie
T " dx T x"dx s
/ / / ~ <400,
4 Vrd+ a8 / VI9+0 / T
bo 4,5—m > 1.

960. Udowodni¢ zbieznos¢ calki niewtasciwe;j
7 x¢dx
44 3"
g Tt
Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

70 x¢dx / x¢dx 70 x¢dx
x4 23 Jz4+x3 rtad
Wykazemy, ze kazda z dwoch catek Wystgpujacych W powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 ¢ dx b xtdr /1
13 S 3
0T +x 0+x 5
bo 3—e< 1.
Podobnie
T xedx Trtdr T dx
< —
1/x4+x3\1/:1:4+0 1/x4_e<—|—oo,
bo4—e>1.
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961. Udowodni¢ zbieznos¢ calki niewtasciwe;j

Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy
x5—|—x3 x5+:1:3 x5+x3
/ i / Vg / Vo
Wykazemy, ze kazda z dwoch Calek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
L /51 3 L /33 L3 1
/Jdeg/ 3x+a: dx—Z-/ <400,
] N " 0+27 " 15/6
bo 5/6 < 1.
Podobnie
® /75 3 PN T+ 35 o
/?)dex / f o da:—2/ <+00,
| Vo OS] o 270
bo 7/6 > 1.

962. Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktorych
catka niewtasciwa
I‘p

Vatdad e

jest zbiezna.
Rozwigzanie:

Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

/ A Ay
———dr= / ——dzr+ / ——dx
o Vat+tas o Vattas S Vat+ad
Zbadamy, dla ktorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sg
zbiezne. W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcalkowa jest dodatnia i skorzystamy
z kryterium porownawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy

\._.

\/ /1«/ /1 xf
3/2
+x3 5 0+x3 5 x3/2p
oile3/2—p<1,czyhp>1/2.
Ponadto

J i | i
5 xt+ a3 /0 x3 4 a3 23 -
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oile3/2—p>1, czyli p<1/2.
Podobnie

7_‘”p dx<7o ———dr= | e
1 x4_’_$3 = / /x4_’_ / :L»Q—p
oile2—p>1, czyli p< 1.

Ponadto

)

=400,

/71' d:v>7ox d:v—l/dx
oile2—p<1, czylip>1.

Whiosek: Jezeli 1/2 <p<1, to obydwie calki powstate z podziatu przedziatu catkowa-
nia sg zbiezne, a wigc i wyjsciowa catka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych
catek jest rozbiezna, a zatem wyjsciowa calka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana catka jest zbiezna dla p € (1/2, 1).
963. Obliczy¢ wartos¢ calki niewlasciwej

/ S —2 de
4 3 +x2 -2z

o0

i po uproszczeniu wyniku okresli¢, czy wartosé ta jest wieksza czy mniejsza od 1.
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze liczby 0 i 1 sg miejscami zerowymi wielomianu szesciennego wystepuja-
cego w mianowniku funkcji podcatkowej, skad otrzymujemy

Pt —2r=x-(x—1) (v+2).
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:

S5r—2 A B C
z-(r—1)-(x+2) :;jLE—i_m ’
br—2=A-(z—1)-(z+2)+B-z-(z+2)+C-z-(x—1).

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspotczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzaé ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za x wartosci 0, 11 —2 otrzymujac odpowiednio

dla z=0 —2=-2A, skad A=1,
dlaz=1 3=3B, skad B=1,
dla x =-2 —12=6C, skad C=-2.
Wobec tego
T 5r—2 ~
/x3+x2 2xdx—4/—|— 5 de=1nfe|+Infz — 1]~ 2-Inje +2| =

v _)1)> +In3 =

= (lim (In|z|+1In|z —1] —2~ln|x+2|)) —In4—1In3+2-In6= (hm e )
z=—00 (x+2)2
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11
)+ln3:1n lim s |+In3=Inl+In3=In3>Ilne=1.

:m<hm r-(x—1)
2500 (74-2)2

Odpowiedz: Podana caltka niewtasciwa ma wartos¢ In3 > 1.

Uwaga: Caltki

o0 1 oo

71 1
4/xdx, /x—ldx’ 4/x+2dx

4

sg rozbiezne, a granice

lim In|z|, lim In|z —1|, lim In|z + 2|

Tr—00 Tr—0o0 r—00
sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci oo — oo.

964. Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwej
T dx
1//3 1623 +x
Doprowadzi¢ wynik do postaci Inw, gdzie w liczbg wymierng dodatnig.

Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 A Bx+C

7 (1622+1) 7 162241’
1=A-(162"+1)+(Bz+C) -,
1=16Az*+A+ B2’ +Cxzx,
1=A, 0=C, 0=16A+D8,
A=1, B=-16, C=0.
Wobec tego!

7 dx 71 16z 1

72
—Iny —
t 162241

o0

x=1/3

- , z? 1/9 1 1
= lim1 | 5 =g —Iny e =
(rinolo ™\ 16x2+1) W T\ 1649
1/3
1 1 5

r=

:lnz—lng :1111 .

5
Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa ma wartos$é an.

L Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Uwaga: Calki

/ —dx / ———dx
y 2
73 x 173 162 +1
sg rozbiezne, a granice
lim In|z|, lim ln<16x2—|—1)
T—00 Tr—00

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 00.

Odpowiednie poradzenie sobie z przej$Sciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zosta¢ uznane za rozwigzane.

965. Obliczy¢ wartos¢ caltki niewtasciwej

70 dx

3
U
lub wykazac, ze caltka ta jest rozbiezna.

Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 1 Az+B C
Pt (224+1)-z RS
l=(Az+B)-z+C- (x2+1) :

1=A2’+Bz+C2*+C,

0 = A+C
0 = B
1 = C
Stad otrzymujemy A= —1.
Wobec tego
Fodw T 1 In (2241 -
s +1 x 2 o

2
:<lim (—IH(ZE +1 >>+—ln7 (thln < )+1n50—1n7:

1 In50 In50 In50
= (lngﬁlggo 1—{—x2> + n2 —ln7—ln1—|—n7—ln7—n7—ln7

Inb
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartos¢ — —In7.
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Uwaga: Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest istotng czescig zadania. Bez
tego zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku licz-
bowym.

966. Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwej

T 3r+2
d
6/563—43: v

lub wykazac, ze catka ta jest rozbiezna.

Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:

3r+2 3x+2 A +§+ C
?—4r  (z-2)-z-(z+2) 2-2 z xz+2°
3r+2=A-z-(x4+2)+B-(z—2)-(x+2)+C-(x—2) - x. (Q)

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie
porownujac wspotezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inng droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno
r=2, x=0, x =—2 otrzymujac odpowiednio

8=8A, skad A=1,

1
2=—-4B, skad B:—§,

1
—4=8C, skad (= —5

Wobec tego
% 3242 112 1/2 Injz| Injz+2||"
dr = 22 g —njp—2— 2 _
[t -G/x—Q PR et L B 2|
_ In|z| In|z+2| In6 In8
— ( tim (In|z—2[— 22 _ NV
<ergo<n\x | 5 5 )) nd+—-+—

. z—2 —2-1n4 +1n6 +1ng&
= | lim In =
e Jr(x+2) 2

i z—2 —4-In2+1n2+In3+3-1n2
=In| lim + =
e (x+2) 2

1—2 In3 In3 In3 In3
=In| L z —=lnl4+—=0+—=—.

In3
Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa jest zbiezna i ma wartosé -
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967. Obliczy¢ warto$¢ catki niewtasciwej

721’—1—3

dx
—9x

lub wykazac, ze calka ta jest rozbiezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
2x+3 2x+3 A B C
0z (x—3)-z-(x+3) - $—3+E+x7+3 ’

2043=A-x-(x+3)+B-(x—3)- (z+3)+C-(x—3)-x. (Q)
W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie
poréwnujac wspoélczynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskac¢ uktad trzech rownan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno
r=3, =0, x=—3 otrzymujac odpowiednio

1
9=18A, skad Azi’

1
3=-9B, skad B:—g,
1
—-3=18C, skad C= 5
Wobec tego
/2x+3 /1/2 E 1/6 =3[ Inja| lnje+3) -
z+3 2 3 6 L
(_ <1n|x—3| In|x| 1n|x+3|)> In2 In5 In8
= lim — - e I
=00 3 6 2 3 6
. —3)3 In2 In5 In2 . (x—3)3 Inb
= lim1 6@7 e R M | 1 6] \L—9J2) [
(wgro‘on x2-(:c+3)) 2 T3 n(acggo 2 (2+3)) 3
3
. 6 (1—§> In5 In5 In5 Inb
=In| | z —=Inl+—=04+—=—.
e e R e T B

Inb
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma warto$é 3

968. Obliczy¢ wartosé catki niewltasciwej

70 dx

4 - (x+2)-(v+5)

Doprowadzi¢ wynik do postaci w-lng, gdzie p, q sa liczbami pierwszymi, a w liczba
q

wymierng dodatnig.
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Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 A B C

r-(x+2)-(x+5) g+:v+2+:v+5’
1=A-(z4+2)-(x+5)+B-z-(x+5)+C-z-(z+2).

Podstawiamy? za x wartosci 0, —2 i —5 otrzymujac odpowiednio

dla z=0 =10-A, skad A=1/10,
dla =2 1=-6-B, skad B=-1/6,
dla x=-5 1=15-C, skad C=1/15.
Wobec tego®
7 dx 71/10 1/6 1/15
= — d =
/x-(x+2)-(x+5) / x x+2+x+5 ‘

oo

1
:%~(3-1n|x| —5-In|z+2|+2-In|z+5|)

r=4
1
= (:}1—%10 (30-(3-ln|x|—5-1n|z+2|+2-ln|$+5|)>) ——-(3-In4—5-In6+2-1n9) =
1 _ 23 (x+5)> 1
2
1 1+2 1 1 1 1 3
=—"In| lim < x)5 —— (In2—-In3)=—-Inl+—-(In3—In2) = —-In_.
30 £—00 <1+2> 30 30 30 30 2
g : L o L3
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé 30 lna
Uwaga: Catki
71 71 71
/— dx, / dx, / dx
T T+2 T+5
4 4 4
sg rozbiezne, a granice
lim Inlz|, lim Infz+2], lim Infz+5]|

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 00.

2Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, utozyé¢ uklad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.

3 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale calkowania, wiec moduly mozna pominaé.

Lista 20R - 349 - Strony 342-351



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

Zbada¢ zbieznos¢ catek niewtasciwych, obliczy¢ wartosci catek zbieznych.

T d T od 1
969. [~ =Rozbiesna 970. [— = =
5 z-Inz 5 x - (Inz) In2
1/2 1/2
d d 1
971. / * = Rozbiezna 972. / v 5 =
; z-Inx 5 T (Inz) In2
i dzx 1000 7 dx
973. = 974. | ————————— = Rozbiez
2/%(lnx)mm/looo 100{)/@ !x-ln:v-lnlnx ozbiezna
o d 1 e
975. / v 5 = 976. /\/x—kl—\/de:Rozbieina
3 o-Inz-(Inlnr)” Inln3 ]
7 7 dx
977. /338 -sinz” dr = Rozbiezna 978. / +~==20
0 )
1 [e%s)
979. /lnx dr=—1 980. / Yr dr = Rozbiezna
0 1
1 1
981. / 24845 g — 982. / 2~47/%5 1 — Rozbiezna
1 21
T % . o0 297
983. / o0 e g ] o = Rozbieina 984. / oo g =0

985. Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej (torusa) powstalej przez obrét okregu
o réwnaniu

(z-2)%+y*=1

wokot osi OY.
Pole powierzchni powstalej przez obrét krzywej {(x, f(z)): = € [a, b]}, gdzie 0<a<b
oraz [ € C'([a, b]), wokot osi OY jest réwne
b

27r-/:17- 1+ (f/(x)) dz .

a

W rozwiazaniu moze sie tez przydac¢ wzor dxr =arcsinz +C.

-1
/ V1—a?
Rozwigzanie:
Przeksztatcanie réwnania obracanego okregu prowadzi kolejno do:

yQIl—(l’—2>2,

y=4/1—(z—2)2.

Przy tym z moze przebiegaé¢ przedzial [1, 3].
Okrag rozdziela si¢ wigc w naturalny sposoéb na dwa pédtokregi, o rownaniach

y=y1—(x—2)2 oraz y=—/1—(x—2)2.
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Poniewaz kazdy z tych potokregdéw tworzy przy obrocie powierzchni¢ obrotowa o takim
samym polu, mozemy wyliczy¢ pole powierzchni powstatej przez obrét jednego z nich,
a otrzymany wynik pomnozy¢ przez 2.

Aby skorzystaé¢ z podanego wzoru, przyjmujemy [a, b]=[1, 3] i f(z)=/1—(x—2)2.
Wowcezas
—(z—2)

f(I):\/m~

Zatem szukane pole jest réwne

/ (r—2)?

Obliczamy je wykonujac podstawienie t = x — 2:

; (z—2)? ; £ ; 1

-1 -1
1

1 1
:47r~/t~7 —dt.
kA V1-—t2 V1—1t2

Poniewaz pierwsza catka w ostatniej sumie jest rowna 0 jako catka z funkcji nieparzystej

po przedziale symetrycznym wzgledem zera?, kontynuujemy obliczanie drugiej catki®:
1

dt+87r'/1
21

|
8-
[

Odpowiedz: Pole torusa jest réwne Sm2.

™ —T

=8 (arcsin1 —arcsin(—1)) =8x - ( - ) =872,

dt =8 - int
- arcsin 5 5

t=—1

Uwaga: Nieprzypadkowo pole torusa jest iloczynem dtugosci obracanego okregu przez
droge zakreslang przy obrocie przez srodek (czyli srodek ciezkosci) tego okregu (twier-
dzenie Pappusa-Guldina).

Niech C(n) —b/am. Dla danego n podaj takie k #n, ze C(k)=C(n).

992. n=2, k=18 993. n=3, k=17
994. n=>5, k=15 995. n=7, k=13
Niech C(n)= 70%)) Dla danego n podaj taka liczbe k#n, ze C(k)=C(n).

J (213 41)
996. n=>5, k=32 997. n=7, k=30
998. n=11, k=26 999. n=13, k=24

4Poniewaz jest to catka niewlaéciwa, trzeba udowodnié jej zbiezno$é, najlepiej korzystajac z kryterium
poréwnawczego.
®Druga calka tez jest niewlaéciwa, ale tu akurat nie wplywa to na tok rachunkéw.
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