Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

W kazdym z ponizszych 35 zadan podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki ozna-
czone;j.

Wskazéwka: W niektorych zadaniach lepiej nie catkowaé bezposrednio, tylko nary-
sowa¢ odpowiedniag figure i obliczy¢ jej pole.
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Kolejne trzy zadania sg przeznaczone do samodzielnej analizy — majg podane rozwig-
zania i bedg omawiane na ¢wiczeniach tylko na wyrazne zyczenie studentow lub wtedy,
gdy pozostate zadania zostang omowione przed zakonczeniem ¢wiczen.

864. Obliczy¢ caltke oznaczong

25
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J VT+Vr+24
Rozwigzanie:

Po skorzystaniu ze wzoru na réznice kwadratéw otrzymujemy
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865. Udowodni¢ nieréwnos¢ p
1
1
/ ¥ dr < - .
8
1/4
Rozwigzanie:
Pochodna funkcji podcatkowej f(x)=x** dana jest wzorem
d d d
()= %x% = %623‘“'1‘“ =2, . (27 Inz) =2 (2-Inx+2) =2-2°" - (Inz + 1) .

Poniewaz f'(x) >0 dla 2 >1/e oraz f'(x) <0 dla 0 <x < 1/e, funkcja f jest malejaca
w przedziale (0, 1/e) i rosnaca w przedziale (1/e, +00). Zauwazmy ponadto, ze

f(/4)=1/2

F(1/2)=1/2.
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Wobec tego f(z)<1/2 dla x € (1/4, 1/2), skad
1/2

1 1\ 1 1
2z ). ==
/x dx<<2 4) 5=3%"

1/4

Uwaga: Obliczenia komputerowe pokazuja, ze dana w zadaniu catka ma wartosé¢
w przyblizeniu 0,1215. Wydaje si¢ to by¢ zbyt bliskie oszacowaniu 1/8 =0,125, aby
zadziataly inne metody szacowania (zapewne obarczone wigkszym bledem).

866. Niech
filz)=va?=2z+1  oraz  fu(2)=fi(fu(2)) .

Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej
10

/f5(3:) dx .

0
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze fi(x)=|r—1|. W zwiazku z tym wykres funkcji f;og powstaje z wykresu
funkcji g przez przesuniecie tegoz wykresu w dot o 1 oraz symetryczne odbicie czedci
wykresu, ktoéra znalazta si¢ pod osia OX. Wykresy funkcji od f; do f5 znajduja sie
odpowiednio na rysunkach od 1 do 5.
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rys. 5

Szukana warto$¢ caltki oznaczonej jest réwna polu zielonej figury z rysunku 5. Pole to
wyliczamy sumujac pola trojkatow, ktore sie na nie sktadaja:
1 25

141+ =15,
S H1H1+T

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 15.
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867. Rozstrzygnaé, czy wartos¢ catki oznaczonej
3
/ log, (5°+3) dz
1

jest mniejsza czy wigksza od 10.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:
f(z)=1log, (5" +3) .

Woéwcezas

1 5°.1n5
/ e —
F@) =15 53

oraz, , , X )
1 5%-(Inb 1 5%-(Inb 1 3-5%-(Inb
Play— L ST 1 5F (ST 1 8-5%-(nh)”
In2  5*+3 In2 (5% +3) In2 (5% +3)
skad wynika, ze funkcja f jest Scidle wypukta.
Poniewaz f(1)=3 oraz f(3)=7, wykres funkcji f lezy ponizej cieciwy o koncach (1, 3)
i(3,7). Wobec tego f(x) <2x+1 dla z € (1, 3) i w konsekwencji

3 3
/10g2(5’c—|—3) dx</2x+1d:z::10.
1 1

Wartosé¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

868. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej

2
a3 +4 T2 —4
/ $ v + ij - dz .
J 7 3
Wskazowka: Znalezé funkcje odwrotna do funkcji f okreslonej wzorem

3x3+4
fay=y 25

a nastepnie przedstawi¢ dang catke w postaci pola odpowiedniej figury.

Rozwigzanie:
Niech f:[1, 2] — R bedzie funkcja okreslona wzorem

() = 3x37+ 4 '

Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz f(2) =2, a ponadto przeksztatcanie rownania y = f(z) pro-
wadzi kolejno do

3x34+-4 33 +4
Y= a:7+ ; Y’ = 957+ ; Ty* =31 +4,
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7y2—4:x3 3 7y2—4
3 ’ 3

Oznacza to, ze dana w zadaniu catka ma postac

Ty? —4 =323,

=T.

[ @)+ (@) de,

gdzie f7':[1, 2] = R jest funkcja odwrotna do f okreslona wzorem

2
xT) = .
@)=
A
Yy Y
2._
1._
0 z” 1 5
rys. 6 rys. 7
Calka

0
l/f(m) dle/q 3x37+4dx

344
{(z,y): 1<z<2 A 0<y<f(x)}={(x,y): I<o<2 A 0<y< 2t }

jest polem figury

/

zamalowanej na rysunku 6 kolorem niebieskim.
Z kolei na rysunku 7 kolorem zielonym zamalowana jest figura

4

Ty?—4
{(z,y): 1<y<2 A 0<x<f‘1(y)}={(a:,y>: 1<y<2 A 0<z< }

ktorej pole jest réwne

2 2 2
_ Ty?—4 Tx2—4
[ wydy=[ = ay=[ d .
1 1 1
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rys. 8

Dana w zadaniu catka ma wiec wartos¢ rowng polu figury zamalowanej na rysunku 8.
Poniewaz zamalowana figura jest sumg trzech kwadratow jednostkowych, jej pole jest
rowne 3.

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 3.

869. Rozstrzygnaé, ktora catka jest wieksza:

2 2
127 — 1523 127 —"Txt
/4—dx czy /g—dx ?
7 15
1 1
Rozwigzanie:
) 4] 127 — 1523 3| 127 —Tx4
Niech flz)= - oraz g(z)= 15
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Wowcezas f(1)=g(1) =2 oraz f(2)=g(2) =1, a co wiecej funkcje f i g sa na przedziale
[1, 2] malejace i odwrotne do siebie.

Calka , ,
127 — 1523
/44 75wdx:/f(av)alx
1 7 1

{(z,y): 1<x<2 AN O0<y< f(x)}

zamalowanej na rysunku 9.

jest rowna polu figury

A

Y

0 1

rys. 9 rys. 10

2 2 2
o 127—Tat  Fl12T-Tyt
Z' T dx——z‘ 5 dy——ZQKy)dy

jest rowna polu figury

7 kolei caltka

{(z,y): 1<y<2 A 0<z<yg(y)}

zamalowanej na rysunku 10.
Poniewaz kazda z tych figur sktada si¢ z kwadratu jednostkowego (niebieskiego) oraz
tego samego tréjkata krzywoliniowego (zielonego), pola obu figur sa réwne.

Odpowiedz: Podane calki sa rowne.
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896. Obliczy¢ caltke oznaczong

ﬁl.

/9 dx
Rozwigzanie:

Wykonujge podstawienie ¢ = \/1+/z, czyli 2 = (2—1)% i formalnie dz =4 (3 —1t) dt,
otrzymujemy

2
- 2 4 2 1
_32 g 4,10

1dt———4t
3 3 3 3

' dw 4(3— ; A3
v

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartosé¢ 16/3.

t=1

897. Obliczy¢ catke oznaczong

73 dx
) atta?
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 1 Ax+B C D
ta? (2+1)-22  a2+1 R
1=(Az+B)-2°+C-z- (x2—|—1) +D- (x2—|—1> ,

1=Az®+ Ba?+Ca®+Cax+D2*+ D,

0 = A+C
0 = B+D
0 = C
1 = D
Stad otrzymujemy A=0 oraz B=—1.
Wobec tego
V3 V3 V3
/ / —d:v——arctgx—l :—arctg\/g—i+arctg1+1:
a +:c2 / v| V3
S
T3 V34 V3127
1
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ 1 — % — %
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898. Obliczy¢ wartos$¢ catki oznaczone;j
2

/ x*dz
[ 14 V425 =3

Rozwigzanie:
Wykonamy podstawienie
= /425 -3,
czyli
t*=42"—3

oraz formalnie

3t dt =202 dx

zauwazajac przy tym, ze zaleznosc t od x jest rosnaca, a zatem przedziatowi catkowania
x € [1, 2] odpowiada przedziat t € [1, 5].

Otrzymujemy
/ atd 3/52dt 3/5t+1)( 3/5 IR
S 1+ ¥as—3 20/ 1+t 20 1+t 20 AT

1

2

3 [t
= | = —t+Inft+1
( +1In|t+1] 50 (5

5
3 (25 1 3
= ([ _54+mm6—=-+1-1 (8+1n3) =
1) ( 5+1In6— - + n2) 5" (8+3)

_§+3-1n3
520

3-1n3
Odpowiedz: Wartos$¢ catki podanej w tresci zadania jest rowna 3 + 251

899. Obliczy¢ wartosé calki oznaczonej
0
/ z-Vr+1de
1

podajac wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
=Jr+1 ) r=t3—1
i formalnie

dx = 3t2 dt.

Ponadto x=—1 odpowiada t=0, a =0 odpowiada t=1, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—1, 0] odpowiada przedziatowi
telo, 1].
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1
t—O)

Otrzymujemy

0 1 1 a0
/:1:-\3/x+1d:c:/<t3—1)-t-3t2dt:3-/t6—t3dt:3- L
21

) 7 4

1 1 4 -
:3.<_>:3 o7 g 39

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma warto$é —9/28.

900. Obliczy¢ catke oznaczona

x
0/ NS
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie z =% i formalnie dx = 6t° dt, otrzymujemy'

2

6t° dt 23 dt 1348 8
- = —6. =6- dt=6- [ t*—2t 4——dt_
O/\/EJFQ% O/t3+2t2 /t+2 /t+2 t+2 / N t+2

=213 — 61>+ 24t —48In|t +2|| =16 —24+48 —48In4 +48In2 = 40 — 48In2.

t=0

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ 40 —48In2.

901. Wskaza¢ takie liczby catkowite dodatnie a i b, ze
b
/dfﬂ _T
J o2 —14w+50 2 ’
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy funkcje podcatkows
b

/ dx B d
J 22 —14z+50 J (z—7)24+1"
a nastepnie wykonujemy podstawienie t =x—7:

b b—7 b=7

dz B dt ~ arcto f
oty Tt s

a—

=arctg (b—7)—arctg(a—7).
t=a—"7

Zauwazmy, ze
T
arctg 1 —arctg (—1) = 5
skad wynika, ze warunki zadania beda spetnione, jezeli przyjmiemy b—7=11ia—7=—1.
OdpowiedZ
Warunki zadania sg spetnione przez liczby a =6 i b=S8.
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902. Podaé¢ wartos$é¢ catki
2021

T . . .
1'2021 . <£E666 + 1) - SIn S111 COS S1n S1n 1'2021 dx .
—2021

Catka ma wartos¢ 0 jako catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym
wzgledem zera.

903. Ktora catka ma wiekszg wartosé
0
/ 2022, <x666 + 1)777 -sin sin cos sin sin z2%%! dz
—2022

czy
2022

.. ..
/ 22022, ($666 + 1) -sin sin cos sin sin 2% dz ?

0

Funkcja podcatkowa jest parzysta, skad wynika, ze podane catki sg réwne.

904. Obliczy¢ wartos$¢ calki oznaczonej

/ dx
0 YVEHl— V-1

Rozwigzanie:

Stosujac wzor na roéznice szedcianéw otrzymujemy

o/?ﬁﬁd—xaﬁ—fi'ofmﬂ%—”3<ﬁ—1)2dw-

Stosujac podstawienie t = J/\/r+1, czyli 2 =1°—2t3+1 i formalnie dz = 6t° — 62 dt,

otrzymujemy:

1 \3/5 % 3t8 6t5 \3/5
3 2 5 2 7 4 _ —
0/ (Va+1)'d 1/t (6t° —6t) dt—/6t —Gtdi="r - =
t=1
12.¥1 3 6 3
g VA3 6 3 VAL 9
5 45 5 20

Stosujac podstawienie t = J\/x — 1, czyli 2 =15+2t3+1 i formalnie dz = 6t° + 6t2 dt,
otrzymujemy:

3t8 6t5
/\/ dm-/tQ (65 +6t) dt—/6t7+6t4dt_—+—

_3,6_
_4520

t=—1
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Ponadto
; 3-(z—1)Y3

W konsekwencji

i v (RS S ((CRIS

1(3-{”/1 9 3 9)_3~3ﬂ+3

5 20 4720

T2 T 10 40
3-V4 3
Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 12)/_ + 0
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