Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

746. Funkcja f:R — R jest rozniczkowalna na calej prostej, a jej pochodna jest dana

wzorem
f(z)=Va*—822+16.
Ponadto wiadomo, ze f(—3)= —3. Wyznaczy¢ f(3).

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

2°—4 dla z€(—o0, —2)
f/(x):\/x4—8x2+16:\/(a:2—4)2:‘x2—4‘: 4—2* dla z€[-2,2)

7 —4 dla x€[2, +00)

Wobec tego
3

%—4x+C’1 dla x€(—o00, —2)

3

fla)= 43@—%—1—02 dla z€[-2,2)
3

3—4:1:—1—03 dla z€[2, +00)

Ciaglosé tak okreslonej funkcji f w punktach —2 oraz 2 wymaga odpowiednio spet-
nienia nastepujacych réwnosci:

x3 3 16 16

x :
§—4x+01:4x—§+02 dla z=-2, czyli §+01:—?+02
oraz
3 3 16 16
43:—%—1—02:%—41’—1—03 dla =2, czyli ?4—02:—?—1—03.
Ponadto réwnosé f(—3) = —3 prowadzi do

3
%—4x+6’1:—3 dla z=-3, skad Ci=-6.

W konsekwencji

32 14 32 46
ngcl—l-?:? oraz 03202+?:§
Zatem
23
§—4x—6 dla z € (—o00, —2)
314
f(z)= 435—%—1—3 dla ze[-2,2)
3 46
%—435 7 dla z€[2 +00)
Ostatecznie ,
3 46 37
3)=——4-3+—=—
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747. Skonstruowaé funkcje rézniczkowalna f:R — R spelniajaca warunki
f(0)=0 oraz  f'(x)=vVat+2234+2? dla zeR.
Rozwigzanie:
Przepisujemy wzér na pochodna funkcji f:
r?’+z dla x € (—o0, —1]U[0, +o0
f’(x):\/x4+2:133+x2:\/(:p2+x)2:‘x2+x‘: ( vl )
—2?—z dla xe€(-1,0)

Dla z € (—oo, —1] zachodzi f'(x)=2*+z, mamy wiec!
3 2

oz
f(a:):/x2+xda::§+5+01.
Dla z € [-1, 0] zachodzi f'(x)=—2%—z, mamy wigc
3 a2?
f(.T):/—l'Q—l'dx:—?—?—{—Cg.
Dla x € [0, +00) zachodzi f'(x)=x*+z, mamy wicc
3 x?
f(x):/x2+xdx:§+?+03.

Aby zagwarantowaé warunek f(0) =0, nalezy przyja¢ Co =C3=0.
Aby zagwarantowaé zgodno$¢ okreslenia f(—1), musi by¢

G VS G N o Vs

3 2 3 2 2
czyli
1 1
_ +C =——,
6 ' 6
skad C, =—1/3.
Ostatecznie otrzymujemy
x> 2?1
T4t 0 dla ve(—o0, —1
3 + 5 —3 da 2 (—o0, —1]
3 2
flz)= —‘%— ‘% dla ze(-1,0)
3 2
%+% dla z€[0, +00)
x®  z?
'Doktadniej: Funkcja g: R — R okreslona wzorem g(r) = 3 + > +C1 ma na catlej prostej pochodna

3,2
okreslong wzorem ¢'(z) =22 +z, skad wynika, ze jezeli f(z)=g(z)= % + % +C dla z € (—o0, —1],

to f'(x)=g'(x) =2’ +z dla z € (—o00, —1) oraz f'(z7)=¢'(z) =2 +z dla z=—1.
3 2
Co wigcej, wzor f(x) = % + % +C; dla x € (—o0, —1] definiuje wszystkie funkcje rézniczkowalne

f: (=00, —1] = R spelniajace warunki f'(z)=z?+z dla z € (—oo, —1) oraz f'(z7)=2%+z dla x=—1.
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748. Funkcja ciagta f:R— R jest dwukrotnie rézniczkowalna na zbiorze R\ {1}, a jej
pochodna drugiego rzedu jest dana wzorem

f"(x)=6x+6 dla xeR\{1}.
Ponadto wiadomo, ze f(z)=x dla z € {—1, 0, 2}. Wyznaczy¢ f(3).
Rozwigzanie:

Poniewaz

d* ;4 2

o (27 4+32%) =62 +6,
a funkcjami o drugiej pochodnej réwnej 0 sa funkcje liniowe, funkcja f na zbiorze R\ {1}
jest okreslona wzorem

2?4+ 32 + Az +B dla x€(—o00,1)
flx)=

*+32°+Cox+D dla ze(1, +o0)

Przy tym cigglo$é¢ funkeji f w punkcie 1 wymaga istnienia granicy w tym punkcie, czyli
zgodnosci wartosci okreslonych podanymi wyzej wzorami dla z =1. Musi wigc zachodzi¢
rOWnosé

A+B=C+D. (&)
Warunki f(x) ==z dla z € {—1, 0, 2} sprowadzaja sie¢ odpowiednio do
1=2-A+B, &)
0=18, ()
2=20+2C+D. (M)

Rozwiazanie ukladu otrzymanych czterech réwnan (&), (), (©) i (#) prowadzi do
A=3, B=0, (C=-21, D=24.

Ostatecznie

2%+ 32° + 37 dla ze€(—o0, 1)
fz)=

2243202 21 +24 dla x€[l, +o0)
Zatem f(3)=15.

749. Funkcja ciggta f:R— R jest dwukrotnie rézniczkowalna, a jej pochodna drugiego
rzedu jest dana wzorem

f(@) =]
Ponadto wiadomo, ze f(z)=0 dla x € {1, 2}. Wyznaczy¢ f(—1).
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

—z dla x€(—o0, 0]
f,/<.r —
z dla z€l0, +o0)
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Wobec tego

IL‘2

——+C; dla ze(—o0,0]
/ 2
fw= 2
?+C’2 dla z€[0, +00)

Przy tym musi by¢ Cy = Cy, aby powyzsza funkcja byta poprawnie okreslona i ciggta
w x =0. Niech wiec C'=C4 = (5.

Otrzymujemy
3
—x——l—Cx—i—Dl dla z € (—o0, 0]
_ 6
f(x) - ZC?)
E+C:B+D2 dla z€[0, +00)

Podobnie jak poprzednio, musi by¢ Dy = D5, aby powyzsza funkcja byta poprawnie okre-
Slona i ciggta w £ =0. Niech dalej D =D, = D,.

Ostatecznie ;

Y4 Ce+D dla x € (—o0, 0]
_ 6
f(x)_ .Z'S
€+C’x~|—D dla z€[0, +00)

lub krocej

|=[*

Warunki f(1) = f(2) =0 pozwalaja wyznaczy¢ stale C' i D:

1
s+C+D = 0

8
;T2 +D = 0

Po rozwiazaniu powyzszego uktadu réwnan dostajemy C'=—7/6 oraz D = 1.
W konsekwencji
lz|> Tx 1 7 7
e | D) =C4-+1==—.

750. Na wyspach Bergamutach podobno jest kot w butach i podobno zamiast zwy-
ktych funkcji trygonometrycznych uzywaja tam funkcji losinus, nosinus oraz sosinus
podlegajacych nastepujacym regutom rozniczkowania:

—losxr=nosx, —mnosr=sosx, —sosx=Iloszx.
dx T dx

Obliczy¢ caltke nieoznaczong
/ e’ losx dx.

Rozwigzanie:
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Oznaczamy szukana catke przez I(x), a nastepnie catkujemy trzykrotnie przez czesci
catkujac e” i rozniczkujac los x. Otrzymujemy

I(a:):/ez-losxd:v:ex-los:E—/ex-nosxda::er-los;E—ex-nosx—l—/ex-sosxdx:
:ex-losa:—ex-nosx+ex-sosa:—/ex-los:de:ex-losx—ex-nosx+e”"-sosx—l(:p),

skad
](x):e”los:c—e”n;sx—i—e”sos:c+O.

751. Obliczy¢ catke nieoznaczona
22 dx
/ (z+1)19/10°
Rozwigzanie:

Calkujemy dwukrotnie przez czesci rézniczkujac czynnik z? i wykorzystajac fakt, ze po-
tege dwumianu liniowego x+ 1 mozna wielokrotnie catkowac:

1 2
/xQ-(:U+1)19/10dx:—90~x2-(x+1)9/10—1-90/3:-(91:—1—1)9/10dx:

10 200 200
:——-xQ-(:H—l)_g/lO%—?-x-($+1)1/10—7/1-(x+1)1/10dx:

9
10 200 2000
:—3-:1:2-(934—1)_9/104—?-a:-(x+1)1/10—W-(:B+1)11/10+C’.

Uwaga: Catke mozna tez obliczy¢ wykonujac podstawienie t =x+ 1.

752. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/ln(w2—|—1) dz .

Rozwigzanie:
Dopisujemy do funkcji podcatkowej czynnik 1, po czym wykonujemy catkowanie przez
czedel catkujac czynnik 1 i rézniczkujac In (2% +1). Otrzymujemy:

1)) 2
o) 2 e ) 2]

:x'ln(xQ—l—l)—2x+2arctgx+0.
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