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KOLOKWIUM nr 0, 15.05.2024, godz. 14:15-15:45

Zadanie 9. (10 punktow)

Obliczy¢ sume szeregu
1

n2+2n "

)
>
n=1

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze

1 1 A B
n2+2n n-(n+2) h g+n7+2
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n-(n+2) otrzymujemy
1=A(n+2)+DBn.

Dla n=0 otrzymujemy A =1/2, natomiast przyjecie n = —2 daje B=—1/2.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
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co przy N dazacym do +oo zbiega do 3/4.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 3/4.
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Zadanie 10, (10 punktéw)
Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

70 dx
Sz (z+3)-(x+7)
Doprowadzi¢ wynik do postaci w-Inp, gdzie p jest liczbg pierwsza, a w liczbg wymierna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 A B C
v (w13)-(a47) = Tat3 ag7’
1=A-(z+3)-(z+7)+B-z-(x+7)+C-z-(x+3).

Podstawiamy! za x wartosci 0, —3 i —7 otrzymujac odpowiednio

dla =0 1=21-A, skad A=1/21,
dla z=-3 1=-12-B, skad B=-1/12,
dla z=-7 1=28.C, skad C=1/28.
Wobec tego?
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Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé a1 In2.

Uwaga: Catki —dz, ——dx, ——dx sa rozbiezne, a granice
Zw !x+3 /x+7
lim Inz, lim In(z+3), lim In(z+7)

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 00.

Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, ulozyé uktad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.

2 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej
2
/sin?’a:-sin?)a: dx .
0
Doprowadzi¢ wynik do postaci w-m, gdzie w liczba wymierna.

Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycz-
nej.
Przyjmijmy z =cosx+isinx, co daje
n . n . A A ) 2=z
Z"=cosnr+isinnx, 2z "=cosnxr—isinn, cosnr=—"Jb—, snnr=—07p

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
z—z71 ) B2 (B —3243271—273) . (28— 279)
2

sin®x-sin 3z = (

21 7 16
B 20 —3244322—-2+43272 32744276 _cosbr  3cosdw N 3cos2r 1
B 16 8 8 8 8

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze caltka z cosinusa po pet-
nym okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):
2 2
cosbr 3cosdr 3cos2x 1

O/Sin3m-sin3xdx: g g + g gda::—%.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma warto$¢ —m/4.
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego
i (10n + 7)n = . 3 punkty za wyznaczenie
= (7n + 5)n promienia zbieznosci
Rozwigzanie:
Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbiezno$ci danego w zadaniu szeregu
traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem x. Otrzymujemy

Td (10n+7)"-a"| _ (10n+7)-|o| _ 10-Jz|

(Tn+5)" n+5 7
7
<1, ezyli |z| < 10 to dany w zadaniu szereg jest zbiezny.
10|z

10- ||

Jezeli

Jezeli zas

. 7 . : .
> 1, czyli |z| > 10’ to dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego jest rowny 10

Pozostaje rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu na koncach przedziatu zbieznosci, czyli dla
r==47/10. W tym przypadku rozwazymy ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw szeregu:

|(10n+7)”-x"_(10n+7)”-7"_(70n+49)"_< 1 )“_
(Tn+5) | B 70n+50)

(Tn+5)"-10n  (70n+50)"
1 T0n+50\ 7onF50 170 1
=((1-—— = 20,
(( 70n+50> = () Ve ”
Poniewaz wartosci bezwzgledne wyrazéw szeregu daza do liczby réznej od zera, szereg
jest rozbiezny.

Odpowiedz:
Przedziatem zbieznosci danego szeregu potegowego jest przedzial (—7/10, 7/10).
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