Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

KOLOKWIUM nr 4, 10.04.2024, godz. 14:15-15:45

Zadanie D (10 punktow)
Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej

21
/ V152 — 30000 da
20

jest mniejsza czy wieksza od 315.
Rozwigzanie:
Sposdb I (normalny)

Oznaczmy przez [ funkcje podcatkowa:

f(z)=+v1523—30000.

Wéwezas 1522
T
!
€Tr)=
f() 2-4/1523 — 30000
oraz A5? 45
90 oz~ -45
f'(@)= = - - - 3/2
2./1523-30000 2-2-(152% —30000)>
180z - (152* —30000) 4522 - 4522

4-(152%— 300002 4- (1523 —30000)°%
180-15- 2% — 180-30 000 — 452 - 2*
N 4-(152% — 30 000)*/
12:15%-2% —12-15-15-200020 —9- 152 - 2
B 4. (1523 —30000)%/2

4-3-15%-2% —8000-3-15% -2 —3-3-152-2*

N 4-(152% — 30 000)* N
3.15%.2- (z5 —8000)  3-152-z- (® — 20°)
T 4-(1523—30000)*2  4- (152 —30000)*2

dla x > 20, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale catkowania.
Zatem wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy powyzej stycznej do wykre-
su w punkcie x =20. Poniewaz f(20) =300 oraz f’(20) =30, dla = € (20, 21] zachodzi

nierownosé

f(z) > 300430 (z —20)

i w konsekwencji
21 21
/\/15953 —30000 dz > /300+30- (z—20) dz =315.
20 20

Warto$¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest wigksza od 315.
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Uwaga: Obliczenia przyblizone przy uzyciu komputera pokazuja, ze dana catka ma
w przyblizeniu warto$¢ 315,00579, rézni sie wiec od 315 o mniej niz jedna setna.

Sposab 11 (dla mitosnikéw rachunkéw — w tym wypadku bardziej przeraZa perspektywa
rachunkow niz same rachunki)

Kluczowa w rozwiazaniu nieréwnoscé
f(z)>300+30-(x—20),
czyli

V1523 — 30000 > 30z — 300,

mozna udowodni¢ bezposrednio przed przeksztalcanie do postaci rownowaznych. Otrzy-
mujemy kolejno:
152* —30 000 > 9002 — 18 000z + 90 000,

2% —2000 > 602% — 1200z + 6000,
2% —602% + 12002 — 8000 > 0,
(r—20)*>0,
co jest prawda dla x > 20.
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Zadanie 0. (10 punktow)
Obliczy¢ granice (ciagu)
y (VI+ V24 V3+VA+Vb+.. +¥n=3+Vn=2+Vn—1+¥n)"
im
=0 T4+V24V3+VA+VE+ . AV =3+Vn—2+vVn—1+n
dla tak dobranej liczby rzeczywistej p, aby granica ta byta liczbg rzeczywista dodatnia.
Rozwigzanie:
Oczekujemy, ze suma wystepujaca w mianowniku jest rzedu wielkoéci n®/2, gdyz mamy
tam n sktadnikow, a wiekszo$¢ z nich jest rzedu n'/2.
Zauwazmy, ze

_ oo 1 Xt 1 & )
DRCESDAEESS WG
gdzie f(x)=+/x.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedziatéw réownej dtugosci 1/n daza
do calki oznaczone;j:

hme() /f )dx = /\/_dx—2$3/2

’nHOOn i—1

2
-

=0

Analogicznie oczekujemy, ze suma wystepujaca w liczniku jest rzedu wielkosci n®/4,
gdyz mamy tam n sktadnikéw, a wiekszosé z nich jest rzedu n'/4.

Zauwazmy, ze

W EED S EET D Wi
gdzie g(z) = v/=.

Poniewaz funkcja g jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedziatéw rownej dtugosci 1/n daza
do catki oznaczone;j:

.1 1w g
b (5) - /9 dl’-/”@"— 5
Wobec tego
> Vi ) (n—5/4- > %)
lim <: = lim | n®P/473/2. =1 = (4/5)

n=00 f: Vi n-3/2.3°\/i 2/3 7
i=1

oile 5p/4=3/2, czyli p=6/5.
Dla tej wartosci p szukana granica jest rowna
(4/5)%/5  6-v/4
2/3 5.5

5
Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciggu jest rowna ——~= dla p==6/5.

5-v/5
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Zadanie T (10 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong

/ dx

I49+I25 '

Wiskazowka: Sprobowaé podstawienia t = 2* dla odpowiednio dobranej liczby naturalnej k.
Rozwigzanie:

Sposob 1

Przepisanie funkcji podcatkowej w postaci

de 1 2®dx
/x49+x25 /$72+x48

nasuwa pomyst podstawienia ¢ = 2?* i formalnie dt = 24:623 dx, co prowadzi do

23 dx
[rve=ai wra
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
I 1 A n B n D
B2 2 (1) 2t t+1]

1=A-(t+1)+B-t-(t+1)+D-t*,

1=At+A+B-*+B-t+D-#2,

1 = A

0 = A+B

0 = B+D
Po rozwigzaniu powyzszego uktadu rownan otrzymujemy A= D=1 oraz B=—1, co po-
zwala dokoﬁczyc’ catkowanie

1 1
- dt=— ———Inl|t|+In|t+1 C=
2% /t3+t2 24/ t+1 24 ( ; nfel+nft+ |>+

In (2% +41)

—1
n|z|+ 51

:1«< ;24 In (z 24)+1n(x24+1))+0:—21 +C.

24 4.4

Sposob 11

Wykonujemy podstawienie z =1/t, czyli t =1/x, i formalnie dz = —1/t*dt.
Otrzymujemy:

/ de / dt ottt
J o492 (t49 4 125) .42 o 14¢24°
Po wykonaniu podstawienia s =2 i formalnie t23 dt = ds/24 kontynuujemy calkowanie:

A7 dt 1 d 1
_ 5as _ _ o7 / — (s—In|l+s))+C=

1+t 24 ) 145 1+s 2%

| x4
St n = 4 In(1+* — L —
TREY n|l+s|+C TR n(1+)+C=- TRy n(l1+z7)+C
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1 1 1422
=———+—-In{——— .
2022 n( T ) +c

Sposob 111

Wykonujemy podstawienie z =1/t jak w sposobie II, a nastepnie przeksztalcamy
otrzymana calke:

_/ t47dt :_/t47+t23_t23 dt:_/t23_ t23 dt:/_t23+ t23 i
1+t24 1_|_t24 1+t24 1+t24
t24 1 o4
L m(i4eY+C
TR n(1+2%)+

i dalej porzadkujemy jak w sposobie II.
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Zadanie 8. (10 punktow)
Obliczy¢ objetos¢ bryty

3
{(x, y,2): (PP +y°) <2< 1}
i wyznaczy¢ potozenie jej srodka ciezko$ci.
Przydatne wzorki znajdziesz na odwrocie.
Rozwigzanie:
Dana w zadaniu bryta powstaje przez obrét zbioru!

{(:c, z): xel0,1] A x6<z<1}
wokot osi OZ.
Zastosujemy wiec wzory (2465), przy czym role wspolrzednej y przejmnie wspotrzed-

na z:
b

b [z (g*(x) — f*(x)) dx
Voz=2m- [2-(g(x) — f(x)) da Z= (24652)
a 2-Jz-(g(z) = f(z)) dx

We wzorach tych przyjmujemy a =0, b=1, g(z) =1, f(x)=2a°.
Catkowanie prowadzi do
b

1 1 2 ]
3
C1=a/x-(g(x)—f(x)) dxzo/x-(l—x6> dxzo/x—x7dxzx2—:; 70:§
oraz
b L 1 22 ol ! 3
_ 2 2 _ 12 _ 13 7. _ _
Cg—a/:c-(g (x)—f (:c)) da:—o/x-(l—x ) da:'—o/:c—x dx—?—ﬁ i =
Wobec tego objetos¢ bryty jest réwna
3T
27 Cl == Z y
a wspotrzedna z-owa? jej érodka ciezkosci wynosi
¢ _31_4
2.0, 3/4 T

Odpowiedz: Podana bryta ma objetosé 37 /4, a jej srodek ciezkosci lezy w punkcie
(0,0, 4/7).
Uwaga: Podana bryta powstaje przez obrét zbioru
{(a:, 2): z€[0,1] A 0<z< %}
wokoét osi OZ (tym razem w roli osi argumentu), wobec czego zadanie mozna tez roz-
wiaza¢ wykorzystujac odpowiednio zmodyfikowane wzory (1729).

1Zbiér ten znajduje si¢ w plaszezyznie XOZ.
28rodek ciezkosci figury obrotowej lezy na osi obrotu, wiec w tym wypadku wspélrzedne z-owa i y-owa
srodka ciezko$ci sa zerami.
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Wzorki
fo-(gx)— f(@)) dz L f(g(x))2~(f(x))?dr
= e (561)
fole)=f@)yde  [gle)~ flx)de
foTr (@) dr [ @)1+ (/@) do
a . (1105)
({ 1+ (f'(x))" dx SV (f(x)) da )
b fo-(g%(x) ~ f2(x)) da
Vox =7 [ ¢*(z) — () da =" (1729)
: [g2(x) — f2(x) da

Voy = 27‘(’-/$- (9(x)— f(x)) dx Ys = b. (2465)

b . [ f(x)- 1+ (f'(2))" dz
Pox =2n / F@) 1+ (f/(2))? dz Ty = (2821)
a [ f(z)- 1+ (f'(2)) do
; 2 fa f(@) 1+ (@) da
POy:27r-/x- 1+ (f'(z))? dz yo=" (6601)
a S 1+ (f/(2)) da
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