Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

Egzamin, 18.06.2024, godz. 9:00-11:00

Zadanie 1 (10 punktéw)
Obliczy¢ wartos$¢ catki oznaczonej
2
/ sin®" x - cos37x dx .
0
Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja podcatkowa jest okresowa z okresem 2w, catka po pelnym okresie nie
zalezy od poczatku przedziatu catkowania. Mamy wiec

2 ™

. 37 [ w37
/sm x-cosdTx dx—/sm x-cosd3Txdr,
0 -

a ta catka ma wartos¢ zero jako catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym
wzgledem zera.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 0.
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Zadanie 2 (10 punktéw)

Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej

2
/8~\/5—|—(x—1)~1nxdx
1

jest mniejsza czy wigksza od 10.
Rozwigzanie:
Sposdb I (normalny)

Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:
flz)=8Vz+(z—1)Inz.

Wowczas 4 1 4 1
f’(x):——l—lnx—l—x =—+lns+1——

2
e .
x r x x x
dla x# 1, x >0, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukta w calej swojej dziedzinie
(0, 0), a wigc takze w przedziale catkowania (1, 2).

Zatem wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy powyzej stycznej do wykresu
w punkcie z =1. Poniewaz f(1) =8 oraz f'(1) =4, dla = € (1, 2] zachodzi nieréwnos¢

flz)>8+4-(x—1)=4x+4

oraz

i w konsekwencji
2 2
/8-\/E+(a7—1)-lnmdx>/4m+4dx:10.
1 1

Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest wieksza od 10.

Uwaga: Obliczenia przyblizone przy uzyciu komputera pokazuja, ze dana catka ma
w przyblizeniu warto$é¢ 10,00161, rézni si¢ wiec od 10 o mniej niz jedna szesésetna.

Sposob II (dla fanatycznych mitosnikéw rachunkow)

Dang catke oznaczong daje si¢ wyliczy¢ i ma ona wartosé

32-v/2 61

3 12°
Teraz wystarczy "tylko” poréwnac te liczbe z liczba 10:

32:-v2_ 61 277 10
3 12 :

128-v/2—61 7?7 120,
128-4/2 777 181,
215 297 1817,
32768 > 32761.
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Zadanie 3 (10 punktéw)

Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich parametru p, dla kto-
rych catka niewtasciwa

jest zbiezna.
Rozwigzanie:
Dzielac przedzialt catkowania otrzymujemy

2p+xp 2p+xp 2P_|_xp

\/x9+:z:5 \/x9+x5 \/x9+x5
Zbadamy, dla ktérych wartosci parametru p calki wyst@puJ@ce W pOWYyZszej sumie sg
zbiezne. W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy

z kryterium poréwnawczego dla catek niewtasciwych.
Po uwzglgdnieniu nieréwnosci 2p >p otrzymujemy

2p » p )
{135/2

\/a:9+x5 \/O+x5

oile 5/2—p<1, czyh p>3/2.

Ponadto ) . .
a:zp—i—xp 0+ P p 1 / dz N
rT=— 00
G N A, N e
oile 5/2—p>1, czyli p<3/2.
Podobnie

oile 9/2—2p>1, czyli p<7/4.
Ponadto

T % 4P T 2?40 1 de
!m /m "= 2'1/x9/z—2p—+°°’
oile 9/2—2p<1, czyli p>T7/4.

Whiosek: Jezeli 3/2 < p < 7/4, to obydwie catki powstale z podziatu przedziatu catko-
wania sa zbiezne, a wiec i wyjsciowa catka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych
calek jest rozbiezna, a zatem wyjsciowa calka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana calka jest zbiezna dla p € (3/2,7/4).

Uwaga 1: Swiadomo$¢ koniecznosci wykonania wszystkich czterech oszacowar jest
kluczowym elementem rozwiazania. Bez tego elementu zadanie nie moze by¢ uzanane
za rozwigzane nawet przy poprawnej odpowiedzi i dwoch oszacowaniach, a rozwigzanie
nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 4 punkty.
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Uwaga 2: Zadanie polega na udowodnieniu poprawnosci podanej odpowiedzi. Po-
prawng odpowiedZ mozna odgadnaé stosujac intuicyjne przymiarki w stylu: ten sktadnik
jest dominujacy, a pozostate mozemy zaniedba¢. Takie postepowanie sprawdza sie w za-
daniu testowym, gdzie trzeba malym naktadem pracy odgadnaé¢ poprawna odpowiedz
bez podawania uzasadnienia. Jednak w przypadku zadania otwartego podanie samej tyl-
ko poprawnej odpowiedzi bez sladu oszacowan dowodzacych jej poprawnosci nie stanowi
rozwigzania zadania i w zwigzku z tym nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 2 punkty.
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Zadanie 4 (10 punktéw)

Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

o0

dz
1/x-(1:+2)-(x+8) '

Doprowadzi¢ wynik do postaci w-In p, gdzie p jest liczbg pierwsza, a w liczba wymierna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkoéw prostych:
1 A B C

r-(x+2)-(r+38) E+x—|—2+x+8’
1=A-(z4+2)- (z+8)+B-z-(x+8)+C-z-(z+2).

Podstawiamy! za x wartosci 0, —2 i —8 otrzymujac odpowiednio

dla =0 1=16-A, skad A=1/16,
dla v =—2 1=-12-B, skad B=-1/12,
dla z=-8 1=48-C, skad C=1/48.

Wobec tego?

T d T1/1
/ x _//6_1/12+1/48dx
x-( x r+2 48

r+2)-(x+8)

[e.o]

1
:4—8-(3-111 |z| —4-In|z+2|+1n |z +8|)

=1

1 1
= (xh_)rrolo(%(?)ln |z| —4-In |z 42| +1n \x+8\)>) —@-(2-1111—4-1113—1-1119):

1 23 (z+38) 1
= (limmh=—"—""""7) -~ . (—4.In3+2-In3)=
18 (wll?on (x+2)3 ) g (Ti3+2In3)
1 1+8 2 1 1 1
=—'In limiﬂﬂ4 +—In3=—'Inl4+—-In3=—"-In3.
48 200 (1 +g> 48 48 24 24

1
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé o In 3.

71 71 71
Uwaga: Catki 1/ o dz, 1/ PR dz, 1/ 713 dr sa rozbiezne, a granice
lim Inw, lim In (x+2), lim In (2+8)

Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, ulozyé uktad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.

2 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 00.

Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest kluczowym elementem rozwigzania.
Bez tego elementu zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwiazane nawet przy poprawnym
wyniku liczbowym, a rozwigzanie nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 4 punkty.
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Zadanie D (10 punktéw)

Obliczy¢ sume szeregu
> 1
(5n—3)-(bn+7) "

n=1
Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze

1 A n B

(5n—3)-(5n+7) 5n—3 Sn+T’
Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (5n—3)- (5n+7) otrzymujemy
1=A(Bn+7)+B(bn—3). (%)

Dla n=3/5 otrzymujemy A=1/10, natomiast przyjecie n=—7/5 daje B=—1/10.
Inny sposob: poréwnujec w rownaniu (*) wspétczynniki przy n oraz wyrazy wolne dosta-
jemy uktad rownan i go rozwigzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

S—i 1 _1_%(1_1)_
N7 (5n=3)-(5n+7) 10 Z=\5n—3 Bn+7/)

n=1
SERY(EE S TS T Y A A A
10 2 12 717 12 22 17 27 22 32

(ovmm s evmsavee) (v swer)) =
T \3N-13 5N-3 5N—8 BHN+2 5N—3 5N+7/))

1 o/1 1 1 1
10 <2+7_ SN+2 5N+7> ’
co przy N dazacym do +oo zbiega do
1 /1 1y 1 9 9
o (2*7) 101" 10
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwng 9/140.

Uwaga: Kluczowym elementem rozwigzania jest poprawne wykonanie przejscia gra-
nicznego, co mozna uzyskac tylko przez rozwazanie sum czesciowych. Bez tego elementu
zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnej odpowiedzi, a roz-
wigzanie nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 4 punkty.
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Zadanie © (10 punktéw)

Obliczy¢ catke oznaczona
25

dz

/ 2241024125

—25
Mozesz otrzymaé¢ 6 punktéw za obliczenie calki oraz 4 punkty za doprowadzenie
wyniku do postaci niezawierajacej ”arctg”.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy dana catke i wykonujemy kolejno podstawienia y=x+5 oraz t =y/10:
25 25 30 3

/ dx _/ dx _/ dy dy B
224+102+125  J (z+5)24+100 J y2+100 __2 100(y/10)2+100

—25 —25 —20
3

_arctg 3—arctg (—2) arctg3+arctg 2

10dt 1 /3 dt  arctgt
10 J 241 10 10

~J 10024100 10

t=—2

Upraszczamy arctg 3+ arctg 2 korzystajac z liczb zespolonych:

3
arctg 3+ arctg 2 =arg(1+3¢) +arg(1+2i) = arg(—5+5i) = Zﬁ +2km.

7 nierOwnosci

0<arctg3+arctg2<g+g:7r

wynika, ze nalezy przyja¢ k=0

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$é¢ 3w /40.
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Zadanie { (ZADANIE DODATKOWE)

Dany jest taki szereg zbiezny Y a, o wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze

n=1
o [e.o]
Zanzlo oraz Zai}élo.
n=1 n=1

Dowies¢, ze

> ay>640.
n=1
Rozwigzanie:
Niech -
S=>ay.
n=1

Woéwcezas po zastosowaniu nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng i geometryczng

do liczb a, /4, a,/4 oraz al /256 otrzymujemy kolejno

al
3an Gn Gy 3 F o5
4 4 256 3 7

a? 128a,+a?
16~ 3-256
128a,, +a;
3-16
e > 128a,, +a*
2 < n n
nz::la" AP R R

n=1

Q
SN

X

B PEI EI o p
4O<Zan<3 ;an+48 nz::lana

80 1
D —+—-8,
3 18

—_

1
120 <80+ —- S,
0<80+ -5

1
40< —-S5,
16

640< S,

co nalezalo dowiesé.

Zadanie 8 (ZADANIE DODATKOWE)

Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej

3
/\/x4+9+ 100022 =900 dz .
1
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Rozwigzanie:
Dana w zadaniu catke mozna przepisa¢ jako

3
4
\/ﬁ-/\/xl—59+\4/10x2—9d$.
1

Niech f:[1,3] — R bedzie funkcja okreslonag wzorem

4 +9
flz)= 10
Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz f(3)=3, a ponadto przeksztalcanie rownania y = f(z) pro-
wadzi kolejno do

4 4
xf(;g, y2=x;59, 10y =2*+9,

10y? —9=2", V102 —9=z.

Oznacza to, ze dana w zadaniu catka ma postac

y:

3
VI0- [ fla)+ S (@) da,
1
gdzie f71:[1,3] = R jest funkcja odwrotna do f okreslong wzorem

z)=1/10y2—9.

F=(
; ¢ [z49
1/f(ac)da:zl/ 1 dx

Calka

jest polem figury?®

4

Z kolei pole figury
G={(z,y): 1<y<3 A 0<x<f1<y>}={<x,y>: 1<y<3 A 0<z< \4/10y2—9},

jest réwne
3

/f’l(y) dy:/g\4/10y2—9dy=

1
; 449
/\/ 0 + V1022 =9 dx
1

ma wartos¢ réwna polu figury FUG), ktore to pole jest réwne 8 (kwadrat 3 X 3 z usunie-
tym kwadratem 1 x1).

V1022 —9dzx .

H\w

Zatem caltka

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 8-+/10.

3Naszkicuj opisywane figury!
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