Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Szeregi trygonometryczne.

Wielomian to funkcja okreslona wzorem postaci
N
> ayx”.
n=0

Liczba N jest stopniem?®? wielomianu. O szeregu potegowym mozna myéleé¢ jak o ta-
kim wielomianie nieskoniczonego®'? stopnia, gdzie zamiast skoficzonej sumy jednomianow
mamy szereg funkcyjny:

31
o0
> apx”.
n=0

Na hasto wielomian trygonometryczny, nie znajac obowigzujacej definicji, mozna by-
toby zareagowac przypuszczeniem, ze jest to wielomian dwoch zmiennych od sinz i cosz,
czyli jakiekolwiek wyrazenie, ktére mozna uzyskaé z sinz, cosx i liczb rzeczywistych przy
uzyciu trzech dziatan (dodawania, odejmowania i mnozenia). Innymi stowy jest to skon-
czona suma wyrazen postaci c-sin’ x-cos® x, gdzie ¢ jest liczba rzeczywista, a j oraz k sa
liczbami calkowitymi nieujemnymi3!4.

W przeciwienstwie do zwyktych wielomianéw, tak rozumiane wielomiany trygonome-
tryczne nie maja jednoznacznej®'® postaci, bo np. sin?z+4cos’?z=1. A jeszcze wiecej

niejednoznacznosci si¢ pojawi, kiedy dopuscimy wyrazenia sinnx oraz cosnx, ktore jak

wiemy?1® wyrazaja si¢ przez sinz i cosz. Okazuje sie jednak, ze kazdy wielomian trygo-
nometryczny mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej wyrazen sinnz oraz cosnz,
czyli jako®!”
N
ap+ Y (a,cosnz+b,sinnx) .
n=1

Co wiecej, takie przedstawienie okazuje sie byé¢ jednoznaczne3!s.

3120 ile an #0.

313Potencjalnie nieskoficzonego, bo szereg potegowy moze mieé prawie wszystkie wyrazy zerowe i wow-
czas jego suma jest prawdziwym wielomianem skonczonego stopnia.

314Pyzy konwencji, ze sin’ z =cos® x =1, bez rozczulania sie nad tym, ze sinz i cosz moga by¢ réwne 0.
Podobnie zreszta traktowaliémy x° przy wielomianach przyjmujac 2° =1.

315 Jednoznacznoéé postaci mozna byloby wymusié ustalajac np., ze sinz nie bedzie wystepwaé w po-
tedze wiekszej niz pierwsza, ale to tylko taka uwaga na marginesie, bo nie jest to w centrum naszego
zainteresowania w tym momencie.

316Pamietacie? Wtadca Sinuséw.

317Dla, n =0 otrzymujemy cosOz =1, co ma odzwierciedlenie w sktadniku ag przed suma. Nato-
miast sinOx =0 i nie ma sensu w zaden sposob tego uwzglednia¢ w ogélnej postaci wielomianu
trygonometrycznego.

318Nie oczekuje, ze ktokolwiek bedzie widzial w tym momencie, ze takie przedstawienie jest jedno-
znaczne. Celem tej czesci wykladu nie jest jednak systematyczne wylozenie teorii, ale naszkicowanie
zagadnien, ktére wykraczaja poza gléwny nurt podstawowych wykladéw z rachunku rézniczkowego
i catkowego, ale powinny zosta¢ wspomniane w uniwersyteckim wyktadzie z analizy.
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Jesli teraz napiszemy taki wielomian trygonometryczny o nieskonczenie wielu sktad-

nikach:
ap+ Y (ancosnz+b,sinnz) , (W)
n=1

to otrzymamy pewien szereg funkcyjny, zwany szeregiem trygonometrycznym. Sze-
reg taki mozemy sobie napisa¢ dla dowolnych wspotczynnikow rzeczywistych a,,, b,, tylko
musimy sie liczy¢ z tym, ze w wielu przypadkach dostaniemy szereg funkcyjny albo wsze-
dzie rozbiezny, albo zbiezny na tak malym zbiorze, ze niewiele ciekawego da si¢ z jego
sumg zrobi¢3,

Niektore zadania z listy nr 12 daja nam jednak pozytywne przyktady w tym zakresie.
Wystepuja tam szeregi trygonometryczne®??, ktore sg zbiezne na calej prostej, a ich sumy
wykazuja réznego rodzaju regularnosé: od ciggtosci do wielokrotnej rézniczkowalnodci.

Wyobrazmy sobie teraz, ze mamy dany szereg trygonometryczny zbiezny®?! na calej
prostej i niech f bedzie jego suma. Oczywiscie f jest funkcja okresowa o okresie 2,
bo taki okres maja wszystkie wyrazy szeregu trygonometrycznego.

Mamy wiec

f(x)=ao+>_ (ay,cosnz+b,sinnz) .

n=1
I zadajmy analogiczne pytanie jak w przypadku szeregéw potegowych: Czy3?? znajac
funkcje f, o ktérej wiemy, ze jest sumag szeregu trygonometrycznego, mozna odtworzy¢
wspotezynniki tego szeregu?
Przyjmijmy, ze mozemy beztrosko®?® wykonywaé roézne operacje, ktore zaraz sie po-
jawig. Ale zanim do tych beztroskich operacji dojdziemy, zbierzmy sobie troche wartosci
pewnych catek oznaczonych.

319Takim szeregiem jest np. szereg trygonometryczny

i cos(n-3"-x)
n=1 n

rozwazany w przykladzie 99 (wyklad 12, str. 169), ktéry to szereg jest rozbiezny na gestym zbiorze.
Jednak to nie jest jeszcze najgorzej, bo ten szereg w wielu punktach jest zbiezny. Ale jakbySmy napisali
do wiwatu szereg

0 n
n
E n" -cosnz,
n=1

to byloby trudno wskazaé jakikolwiek punkt, w ktérym jest on zbiezny. A faktycznie jest on wszedzie
rozbiezny, czego udowodnienie wymaga troche wiecej wiedzy lub pokombinowania.

320Chociaz zapisane w nieco innej postaci niz (#) ze wzgledu na to, ze pominiete sa wyrazy zerowe,
a numeracja wyrazéw szeregu nie zawsze odpowiada numeracji ze wzoru ().

321 Jako$ tam zbiezny, nie precyzuje dokladnie. Z jednej strony zadowala mnie zbiezno$é punktowa,
ale w razie potrzeby moge zalozy¢ zbieznosé jednostajna — przy takim zalozeniu otrzymam ciaglosé
funkcji bedacej suma tego szeregu.

322] ewentualnie: jak?

323To mozna byloby poprzeé¢ odpowiednimi twierdzeniami wykraczajacymi poza zakres wykladu.
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Rozwazane catki beda mialy przedzial catkowania diugoéci®** 27, a funkcja podcal-
kowa bedzie iloczynem dwéch sposrod funkeji wystepujacych w szeregu trygonometrycz-
nym, czyli okreslonych wzorami: 1 (stata), sinnz, cosnz. Obliczenie wartosci tych caltek
nie powinno nastreczaé trudnosci®?®, ogranicze sie wiec do zebrania wynikéw:

21
/1'1dx:27r,
0

2
/1-cosm:da::O,
0

2
/1-sinnxd:v:0,
0

2m
/COS?”L:B'COSTL$d£B:7T,

0

21

/cosmv-cosm:vdx:(), (m#mn)
0

21

/sinnx-sinnxdmzﬂ,

0

2
/sinnx-sinmxdx:O, (m#n)
0

27

/Cosnx-sinmx dx=0.

0

Najwazniejsze spostrzezenie dotyczace powyzszych wynikéw jest nastepujace:

Calka z iloczynu dwdch roznych sposrod funkeji:

1 (stala), sinnz, cosnz jest zerem.

Jesli teraz .
f(x)=ao+>_ (ancosnz+b,sinnx)
n=1

324Wszystko jedno, jaki przedzial dtugoéci 2, gdyz funkcje podcatkowe maja okres 2.
325 A poza tym nie jest w tej chwili najwazniejsze, aby$my te calki szczegétowo wyliczali. Upewnij sie
jednak, ze w razie potrzeby umiesz je wyliczy¢.
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i jesli zalozymy peln@ beztrosk@326 w wykonywanych rachunkach, to otrzymamy:
/f /a0+z (a, cosnz + b, sinnz) dr =
n=1
2 27
=aqg- / dm—i-z - /cosnxdx+b /Sinn:r: dx | =2may,
n=1
2 0 0 O 0
skad
1 2m
ag=—- x)dx
0= gm0
Podobnie3?”
T 2w 00
/f(x) -cosnz dz :/a0+ > (acoskx+bgsinkz) - cosnx dx =
0 0 k=1
2m 00 2m 21
= ao-/cosnx de+> ak-/cosk::p-cosnx d:v+bk-/sinkx-cosna: dx | =ma,,
k=1
0 0 0
—0 =0 dla k#n =0
=7n dla k=n
skad
1 2m
an = %-/f(x)-cosnxdx.
0
Analogicznie
2w 00
/f(x) -sinnx dr = / ag+ Y (agcoskx +bgsinkx)-sinne de =
0 0 k=1
2m 00 21 27
=ay -/Sinnx de+>" | ag- /Cosk:x -sinnz dx +by, -/sinkx -sinnx dx | =7b,, ,
k=1
0 0 0
=0 =0 =0 dla k#n
=7n dla k=n
skad
1 2
b, = —/f(m) -sinnx dx .
™

0

326 A dokladniej: zatozymy, ze w tym wypadku calka sumy jest suma calek, tyle ze w gre wchodzg sumy
nieskonczone — szereg funkcyjny pod calka i szereg liczbowy calek oznaczonych.
327Po zmianie zmiennej sumowania z zajetej w tym momencie literki n na literke k.
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Whniosek: Jezeli

e}
f(x)=ao+>_ (ancosnz+b,sinnz) ,
n=1

to .
to= | f()dr, (FO)
o — 71T - 7 (@) -cosnz da (FA)
oraz ’
b= 71T . 7}(@ sinnz da (FB)
!

Powyzsze wzory pozwalaja3®® wiec odtworzyé wspotezynniki zbieznego szeregu trygo-
nometrycznego na podstawie znajomosci funkcji bedacej jego suma.

Zwr6émy jednak uwage, ze wzory (F0), (FA) i (FB) mozemy zastosowa¢ do funkcji f
nie wiedzac, czy jest ona sumg szeregu trygonometrycznego. Wystarczy, aby funkcja f
byla funkcja okresowg®?® o okresie 27 i na tyle regularng®’, aby wystepujace w tych
wzorach catki mialy sens.

Zatem z odpowiednig®*! funkcja f mozemy zwigzaé szereg trygonometryczny

ag+ Y (a,cosnz+b,sinnx) , (M)

n=1

gdzie wspotezynniki ag, a,, 1 b, dane sa wzorami (F0), (FFA) i (FB).

Taki szereg nazywamy>3? szeregiem Fouriera funkcji f.

328 Jeszcze raz do znudzenia powtérze: wszystko przy zalozeniu, ze nasze beztroskie rozbijanie calki
na nieskonczong sume calek jest poprawne. Jest poprawne, ale nie bedziemy tego dowodzi¢.

329Formalnie, to wzory (F0), (FA) i (FB) tak jak stoja mozemy stosowaé¢ bez zalozenia okresowosci
funkcji f, ale méwiliSmy wczesniej, ze calki sa po jakimkolwiek przedziale dlugosci 2w, ktérego wybor
nie ma znaczenia w przypadku funkcji okresowej. Tak wiec bez zalozenia okresowosci funkcji f cala
zabawa bylaby mato sensowna.

330Cigglosé w zupelnosci wystarczy. Ale niezbyt duzo punktéw niecigglodci tez mamy szanse przezyé.
A przy dobrych uktadach, to f moze mie¢ nawet osobliwosé, o ile prowadzi ona do zbieznych calek
niewtasciwych.

3310kresowa i regularna (czyli calkowalng).

332W literaturze czesto spotyka sie szereg Fouriera zapisany w postaci

agp

oo
5 + Z (an cosnz+b, sinnx) ,

n=1

gdzie

27
1
ag=—- [ f(z)dx.
-

a
To tylko kwestia gustu, co bardziej nas drazni: sztuczne ?0 W pOwyzszym wzorze, czy inny wspdlczynnik

przed calka we wzorze (F0) niz we wzorach (FA) i (FB).
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Przypomnijmy: W przypadku szeregéw potegowych tez mieliSmy procedure odzyska-
nia wspotczynnikow na podstawie funkceji bedacej sumag szeregu. Ta procedura pozwalata
zwigzaé z nieskonczenie rozniczkowalng funkcja szereg potegowy — szereg Taylora, ktory
byt jedynym kandydatem na rozwiniecie funkcji w szereg potegowy. Niestety, przyktady
pokazywaly, ze szereg Taylora moze by¢ rozbiezny wszedzie poza zerem, a nawet jak jest
zbiezny, to jego suma nie musi by¢ wyjsciowa funkcja.

Czy w przypadku szeregu Fouriera tez czekaja nas takie przykre niespodzianki? Oka-
zuje sie, ze tu jest o wiele lepiej. Przy minimalnych zalozeniach o funkcji, jest ona sumag
swojego szeregu Fouriera.

Bytoby mito, gdyby szereg Fouriera funkcji byt zbiezny, a jego suma byta funkcja f.
Okazuje sie, ze stosunkowo niewiele trzeba zaktadac¢ o funkcji f, aby tak byto.

Whprawdzie znane sg przyklady funkcji®®® ciaglych, ktérych szereg Fouriera jest roz-
biezny w wielu®** punktach, ale z naszego®3® punktu widzenia sg to przyktady nietypowe.

Kluczowe jest to, aby funkcja nie byta za bardzo pofaldowana. Sg rézne sformuto-
wania warunku wymuszajacego taki brak pofaldowania, ale wydaje si¢ ze dla naszych
zastosowan najprostsze i najodpowiedniejsze bedzie nastepujace twierdzenie:

Niech f:R— R bedzie funkcja okresowa o okresie 2w, ktéra:
e w pojedynczym okresie ma skonczenie wiele punktow nieciggtosci,
e w kazdym punkcie niecigglo$ci ma granice jednostronne,
e w kazdym punkcie®*® ma wartoéé réwna sredniej arytmetycznej granic
jednostronnych,
e jest przedziatami monotoniczna, to znaczy, ze pojedynczy okres moz-
na tak podzieli¢ na skonczenie wiele przedziatow, ze w kazdym z nich
funkcja jest monotoniczna.

Wéwcezas szereg Fouriera funkcji f jest punktowo zbiezny, a f jest jego
suma.

Innymi stowy, funkcje spetniajaca powyzsze warunki mozemy zapisa¢ w postaci sumy
szeregu®¥” trygonometrycznego.

333Qczywiscie okresowych o okresie 27, innych w tym momencie nie rozwazamy.

334Rozbiezny na gestym zbiorze punktéw.

3357 naszego, to znaczy przyzwyczajonych do podawania funkcji w miare tadnymi wzorkami. Z punktu
widzenia bardziej zaawansowanej matematyki sa to jednak przyktady typowe w tym sensie, ze wiekszos¢
(cokolwiek to znaczy) funkcji ciaglych ma szereg Fouriera rozbiezny na zbiorze gestym.

336W punktach ciggloéci to niczego nie wnosi. Chodzi o to, ze w kazdym punkcie nieciggloéci 2o mamy

f (ag) = LI a0t),

337Zbieznego punktowo.
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Przyjrzyjmy sie konkretnym przyktadom oraz wnioskom, jakie mozna przy pomocy
tych przyktadéw wyciagna¢. Zwracam uwage, ze definiujac funkcje okresowa wystarczy
podaé jej wzér na jakimkolwiek przedziale dtugosci 2.

Przyktad 102:
Niech f bedzie zdefiniowana wzorem f(z) ==z dla x € (—m, 7).

-3 —27 —T 0 ™ 2w 3T %

. /

rys. 66
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Poniewaz f jest okresowa o okresie 2w, jej wykres wyglada jak na rysunkach 65 i 66.
Widzimy, ze w nieparzystych wieloktrotnosciach liczby 7 funkcja f jest nieciagta. Jesli
jednak chcemy, aby byta ona sumg swojego szeregu Fouriera, powinnismy w tych punk-
tach przyja¢33® wartosé funkeji réwna $redniej arytmetycznej granic jednostronnych, czyli

w tym wypadku?* 0.

Do obliczenia wspétezynnikéw szeregu Fouriera funkeji f uzyjemy wzoréw (F0), (F'A)
i (F'B) pamietajac, ze wystepujace w nich calki oznaczone maja by¢ liczone po przedziale
dhugosci®®® 27, ale przedzial ten mozna wybraé¢ dowolnie. W tym wypadku wygodniej

bedzie catkowaé od —7 do m. Wobec tego®4!:
1 7 1 7
a0:27r~4xdx20, anzﬂ-/wx-cosnxdxzo
oraz®#?
17 1 - A -
bn:—-/av-sinmvalyc:—-a:-M ——-/1-de:
T v n T n
-7 T=—m -
1 —cosnm 1 —cosn(—m) (1 —sinnz " 2cosnm 2-(—1)"*!
L —Z (=7 —| = === — —
™ n T n T n . n n
=0
Wobec tego dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé
flz) = i 2-(—1)"*!.sinnx  9ing —sin 2+ 28i;13$ B sin24x . 281;151‘ B SiI;GQ}
n

n=1
Natomiast dla z € (—7, 7) mamy
< 2. (—1)""!.sinnx

=2,

n=1

. . 2sin3x sindx 2sinbx  sin6x
=2sinz —sin2x + — —

n 3 5 T3 3

Podstawiajac do powyzszych wzorow takie wartosci x, dla ktorych jestesmy w stanie
kontrolowa¢ wartosci sinuséw wystepujace w szeregu, bedziemy dostawac rézne rownosci,
czasami trywialne, czasami glebokie.

[ tak dla x=0 otrzymujemy, ze zero jest suma szeregu zer. Mato podniecajace. To samo
bedzie dla x = .

Sprébujmy x =7 /2. Pamietajac, ze

sin — =

ni { 0 dla n parzystych
2

(—1)(»=1/2 " dla n nieparzystych

338Poniewaz zmiana funkcji podcalkowej w jednym punkcie nie wplywa na wartoéé calki oznaczonej,
szereg Fouriera funkcji f nie zalezy od tego jaka wartosé przyjmniemy w punktach nieciagtosci. Jednak
szereg Fouriera w punktach niecigglosci jest zbiezny do $redniej arytmetycznej granic jednostronnych
funkcji, wiec lepiej, zeby ta srednia byla wartoscia funkcji.

339Bo granica lewostronna jest réwna 7, a prawostronna —.

340Czyli po pelnym okresie funkcji f.

341 Pamietajmy, ze catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera jest zerem.

342 Calkujac przez czedci.
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otrzymujemy roéwnogé¢343

=1

+1 < (2k+1)m k k
7_2 2-(—1) ~sm%:§2-sm 5 :§2-(—1) :2.52(—1)
2 n = 2k+1 = 2k+1 =0 2k+17
skad
™ (—1)* 1 1 1 1 1
Z2/~<;+1 375 7o

Ta réwnoéé jest dalece nietrywialna, chociaz jest nam juz znana*4.

Przyklad 103:
Niech f bedzie zdefiniowana wzorem f(z)=|z| dla x € [—7, 7).

) ]

—3m —or -7 0 ™ o 3T

rys. 68

Poniewaz f jest okresowa o okresie 27, jej wykres wyglada jak na rysunkach 67 i 68.
Widzimy, ze funkcja f jest ciagta.

343Pierwsze sumowanie odbywa sie po n nieparzystych, a w drugim numerujemy liczby nieparzyste n
przyjmujac n=2k+1.
344Pamietacie? Rozwiniecie arcusa tangensa w szereg potegowy.
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Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, do obliczenia wspotczynnikéw szeregu Fo-
uriera funkcji f uzyjemy wzoréw (F0), (FA) i (FB) z granicami catkowania od —m
do m:

1 K
a,Q:27r‘_/7r |x|de=m/2,

2 2 2 cosnm—1
T T T '

1 s K K
an:—-/|x|-cosnxdx: -/|x|-cosnxdx: -/x-cosnxdx:
T
-7 0 0

n2

™

1
bn:—-/|x|-sinnxda:20.
7[__7'('

Calke we wzorze na ag obliczamy geometrycznie (patrzac na pole figury pod wykresem).
Calke we wzorze na a,, obliczamy przez czeéci®®® (rachunki sg standardowe, wiec je po-
mijam).

Catka we wzorze na b, jest zerem jako catka z funkcji nieparzystej po przedziale syme-
trycznym wzgledem zera.

Pewnego uproszczenia wymaga otrzymany wzor na a,:

2 cosnm—1 2 (=1)"—1 _{ 0 dla n parzystych

ap =
@ n? @ n? —4/(7-n?) dla n nieparzystych
W konsekwencji rozwiniecie funkcji f w szereg Fouriera jest nastepujace:

T & —4cos(2k+1)x 7w 4cosx  4dcos3x  4dcosbr  4dcosTr

f@)=3 g) T 2k+12 2 7 79 125 749
Dla x =0 otrzymujemy réwnosc¢
™ 4 1
0=———-
2 7 kZ:O(ZkH—l)?’
skad
00 1 7T2

7 kropeczkami to wyglada tak:

PUE SR IS S
9 25 49 81 T 8°

Stownie: Suma odwrotnosci kwadratéw nieparzystych liczb naturalnych jest réwna 72 /8.

Otrzymalidémy wiec kolejny bardzo nietrywialny wzér. Zapewne odczuwamy pewnien
niedosyt, bo wolelibySmy otrzymac¢ warto$¢ podobnej, ale chyba troche bardziej este-
tycznej sumy, a mianowicie sumy odwrotnosci kwadratow wszystkich liczb catkowitych

345GQtosujac przedtem wzoér

/ag(x)dx=2~0/g(m) dx

prawdziwy dla funkcji parzystej g.
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dodatnich. Nic straconego, okazuje sie bowiem, ze jestesmy o krok od uzyskania takze
wartosci tej sumy. Jesli bowiem oznaczymy

s=y Loty by
~n? 4 9 16 25 36
o © 1 1111
T=» ———=1
L orriE et mtotat
t346
1 1 0 1 > 1 0 1 1 > 1 1
S— I o L 4 IN 74§
an Q%nﬁ;lm LR ) i S
skad
4
S==--T.
3
W konsekwencji
4 4 7% g2
S:7-T:—-7:7
3 3 8 6
Otrzymalismy wiec wzoér:
ii +1+1+1+1+1+ s
— n? 4 9 16 25 36 6

Wida¢ w tych metodach ogromng site, gdyz byliSmy w stanie obliczy¢ sumy szeregow
liczbowych w sytuacji, kiedy sama posta¢ tych sum odbiera nadzieje na ich uzyskanie
prostymi elementarnymi metodami.

346 Jedli sie gubisz w tych sumach, rozpisz je sobie z kropeczkami.
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Iloczyn skalarny w przestrzeni funkcji.

Najpierw trzeba sobie wyjaéni¢ czym jest®'7 iloczyn skalarny. Zapewne kojarzycie

g0 7 iloczynem skalarnym w przestrzeni®*® R®. Blogostawietistwem i przeklefistwem tej
przestrzeni jest naturalna, wynikajaca z definicji struktura polegajaca na tym, ze kaz-
dy element tej przestrzeni ma w naturalny sposob przypisang trojke wspodirzednych,
powiedzmy®* (z, y, z). W konsekwencji mamy jak na tacy podana baze R® jako prze-
strzeni liniowej oraz iloczyn skalarny i elementy zwiazanej z nim geometrii euklidesowej
(dtugosci wektoréw i katy miedzy wektorami). Niestety, cena za to jest utrudnione zro-
zumienie, ze iloczyn skalarny mogtby wygladaé inaczej, i ze mégtby prowadzi¢ do innych
geometrii.

Skoncentrujmy sie na razie na ptaszczyznie — niektére rzeczy bedzie tatwiej sobie
wyobrazié niz w przestrzeni. Plaszezyzne jako R? mozemy sobie wyobrazi¢ jako nieskoni-
czong kartke papieru z narysowanymi i wyskalowanymi osiami. Na takiej ptaszczyznie
kazdy punkt ma w naturalny sposéb przypisane wspoétrzedne (x, y). Taka plaszczyzna
ma naturalng strukture przestrzeni liniowej?°. Ale ma tez dodatkowsg strukture wyni-
kajaca z naturalnego iloczynu skalarnego: dhugosci wektoréw i katy miedzy wektorami.
I na dodatek ta przestrzen liniowa ma naturalng baze, na ktorg sktadaja sie wersory obu
osi.

Pomy$lmy teraz o nieskonczonej sztywnej?>! kartce papieru, na ktérej nie ma zadnych
osi, a jedynie zaznaczony jest jeden punkt, w domysle poczatek potencjalnego uktadu
wspotrzednych®®2. Na tej plaszczyZnie nie ma naturalnej bazy®®®, za to jest struktura
przestrzeni liniowej i jest naturalny iloczyn skalarny (bo sa dobrze zdefiniowane odlegtosci
i katy).

Wreszcie wyobrazmy sobie luzno utkana tkanine. Tkanina ta sktada sie z wiokien,
z ktorych czes¢ biegnie w jednym kierunku, a czes¢ w drugim. Widkna sa na tyle szorstkie,
ze nie $lizgaja sie jedne po drugich®*. Jednak tkanina jest na tyle luzno utkana, ze kat
pomiedzy wtoknami obu kierunkéw moze sie zmienia¢3®. Na tej tkaninie zaznaczony
jest punkt (czerwony na rys. 69 i 70). Jezeli narysujemy dwa wektory zaczepione w tym

347Czym jest, czyli o co w nim naprawde chodzi. Sucha formalna definicja sama w sobie niewiele
wyjasni.

3481 ,ub na plaszczyznie R?.

349Pozwole sobie uzywaé poziomej notacji wspéirzednych wektora. Graficznie jest ona czytelniejsza,
zwlaszcza gdy wspolrzednych zrobi sie bardzo duzo. Ale gdyby$my chcieli odwotywaé sie do réznych
niuanséw algebry liniowej, to notacja pionowa bylaby w zasadzie koniecznoscia.

350 Jedli ktos elementy przestrzeni liniowej nazywa wektorami, a wektory kojarzy ze strzatkami, to $wiet-
nie: kazdy punkt mozna utozsami¢ z wektorem zaczepionym w poczatku uktadu wspétrzednych, o koncu
w danym punkcie.

351Qztywnoéé miedzy innymi oznacza, ze ustalone sa odlegloéci miedzy punktami tej kartki.

352W ktérym to punkcie ewentualnie bedziemy zaczepiaé wektory, jesli chcemy punkty plaszczyzny
utozsamié z wektorami-strzatkami.

353Qczywiscie baze mozna znalezé, ale to wymaga dokonania jakiego$ wyboru.

354(Czyli efekt jest taki jakby kazde dwa wldkna biegnace w réznych kierunkach byty trwale zlaczone
w ich punkcie przeciecia.

355 Ale przyjmujemy, ze przy deformacji tkaniny wlékna pozostaja prostoliniowe. Ponadto dla lepszego
dostosowania tej sytuacji do naszej wyobrazni zalozymy, ze widkna sa nierozciagliwe.
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punkcie oraz ich sume, a nastepnie zaczniemy deformowaé tkanine, to caly czas bedzie na
niej narysowana trojka wektoréw, z ktorych jeden jest sumg dwodch pozostatych. Mozna
powiedzie¢, ze struktura przestrzeni liniowej jest niewrazliwa na deformacje tkaniny.
Jednak naturalnego iloczynu skalarnego na tej tkaninie juz nie ma, bo nie ma ustalonych
odlegtosci miedzy punktami oraz miar katéw — jedne i drugie zmieniajg sie¢ w czasie
deformacji.

Rozwazmy teraz przestrzen liniowa, w ktérej nie ma narzucajacej sie struktury pro-
wadzacej do naturalnego zdefiniowania odlegltosci, czy tez iloczynu skalarnego. Niech V'
bedzie przestrzenig liniowg3%® wielomianéw stopnia co najwyzej 2, przy czym my$lmy
o tych wielomianach bardziej jak o funkcjach niz o wzorach3®” ktére je definiuja.

Formalng definicje ogdlnego iloczynu skalarnego poznacie na algebrze liniowej. Ja
chciatbym sie tu skoncentrowa¢ na konstruowaniu réznych przyktadow. Standardowy
iloczyn skalarny w R?, czy tez w R”, jest suma jakichs iloczynéw®®. W rozwazanej
przestrzeni liniowej V' dobrze zdefiniowanym iloczynem skalarnym jest na przyktad suma
iloczynéw wartosci wielomianéw w punktach 0, 11 2:

(P, Q)=P(0)-Q(0)+P(1)-Q(1)+ P(2)-Q(2).
A innym iloczynem skalarnym?®®? jest suma iloczynéw wartoéci wielomianéw w punktach
2,3,517:
(P, Q)=P(2)-Q(2)+P(3)-QB)+P(5) Q)+ P(7)-Q7).
Za iloczyn skalarny moze by¢ tez przyjeta suma iloczynéw wartosci wielomianéw w punk-
tach od 0 do 1 co jedng tysieczna:

1000 k k
PQ)=> Pl—|-Q|— .
(P.Q) ,CZ::O (1000) Q(lOOO)

A skoro moze by¢ to suma iloczynéw wartosci wielomianéw w bardzo wielu punktach,

to tatwo sobie wyobrazi¢ sytuacje graniczng, gdzie zamiast sumy pojawia sie calka,
na przyktad mozna przyjac¢ za iloczyn skalarny:

(P,Q)= [ P(2)-Q(x) dx

albo jak ktos ma fantazje i chce upamietni¢ panowanie krola Wtadystawa Jagietty:
1434
(P.Q)= [ P)-Q(x)dz.

1386

Mamy wiec pie¢ iloczynéw skalarnych w tej samej przestrzeni liniowej. Mozna oczy-
wiscie oceniaé, ze jedne sg bardziej sztuczne od innych, ale o zadnym z nich nie mozna
powiedzie¢, ze to jest ten najlepszy, najbardziej naturalny, najbardziej narzucajacy sie.

3567 naturalnymi dzialaniami.

357Gdybyémy kojarzyli te wielomiany z napisami ax? 4 bx +c, to bylby tylko krok od utozsamienia
takiego wielomianu z punktem (a,b,c) przestrzeni R®, a tego nie chemy.

358Suma iloczynéw wspotrzednych, ale to doprecyzowanie celowo przemilcze, bo chee sie oderwaé od ja-
kiegolwiek sugerowania wspotrzednych.

359Uwielbianym przez miloénikéw liczb pierwszych.
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Po tym wstepie dotyczacym iloczynu skalarnego wréémy do funkceji okresowych o okre-
sie 27 okre§lonych na R. Nie bede doktadnie precyzowal, o jaki zbior funkcji mi chodzi,
bo w zaleznosci od sytuacji chciatbym rozwazac¢ nieco inne zbiory. Wazne, aby zbiér ten
wraz z naturalnymi dzialaniami tworzyl przestrzen liniowa, co przy sensownie zdefinio-
wanych zbiorach funkcji sprowadza sie do tego, aby zbiér byt zamkniety na dodawanie
funkcji. Moze to by¢ zbiér wszystkich funkcji cigglych®°. A mozemy dopuszczaé niecig-
glosci typu skoku, gdzie w punktach nieciggtosci istniejg granice jednostronne, a wartoscé
funkcji jest érednig arytmetyczng tych granic3®l. Ale tez nie bedziemy sie bali dorzu-
ci¢ do zbioru funkcji nieograniczonej, jesli bedzie ona prowadzita do zbieznych catek
niewlasciwych. Z drugiej zas strony w niektérych sytuacjach mozemy chcie¢ do ciagtosci
doda¢ warunki prowadzace do zbieznego szeregu Fouriera. Na mysl przychodzi zatozenie,
ze funkcja jest przedzialami monotoniczna, ale to zty pomyst, bo nie prowadzi do prze-
strzeni liniowej®?. Mozna z tego wybrnaé¢ warunkami typu wahania skoficzonego3®3, ale
nie bede wchodzit w szczegdly. Dosé, ze rozwazaé bedziemy jakas przestrzen liniowa funk-
¢ji — mozna my$leé¢ o funkcjach ciggtych i mie¢ z tytu glowy ewentualne modyfikacje.

W duchu sumy iloczynu lub catki z iloczynu, dla funkcji okresowych do$¢ naturalne
wydaje sie przyjecie iloczynu skalarnego jako calki z iloczynu®** po pelnym okresie®:

(f.9)= [ F(2)-9(x) da.

W jezyku tak zdefiniowanego iloczynu skalarnego mozemy zapisa¢ catki ze strony 186
jako306:

(1, 1) =2m, (cosnx, cosnzr) =T, (sinnz, sinnz) =,

360Caly czas ograniczamy sie do funkcji okresowych o okresie 27 okreslonych na R.

361 poniewaz iloczyn skalarny bedzie definiowany przy pomocy calki oznaczonej, a catka nie dostrzega
zmiany wartosci funkcji w pojedynczych punktach, musimy wykluczy¢é funkcje, ktére zerowalyby sie poza
skonczenie wieloma punktami w kazdym okresie. Iloczyn skalarny nie odrozniatby takich funkcji od funk-
cji zerowej. W konsekwencji jakkolwiek okredlimy zbidr rozwazanych funkcji, nie mozemy dopuszczaé
dowolnej zmiany wartosci funkcji w pojedynczym punkcie. Warunek ze $rednia granic jednostronnych
wyklucza takie zmiany.

362Quma funkcji przedziatami monotonicznych moze nie byé przedziatami monotoniczna.

363Czasami mozna spotkaé to pojecie pod nazwa: wahanie ograniczone.

364 Ewentualnie mozna te calke podzielié przez 7 przyjmujac

2w

()= [ 1@)g() do.
0

co w tym momencie moze si¢ wydawaé nieco sztuczne, ale pozwala unikngé¢ czynnika 7 lub /7 w innym
miejscu teorii.

365Qczywiscie przedzial catkowania moze byé dowolnym przedziatem dtugoéci 2.

366pewne watpliwoéci moze budzié zapis typu (sin2x, cos3z) czy (1, sinbz), gdyz skalarnie mnozymy
funkcje, a nie wartosci funkcji w punkcie. To si¢ jednak daje obronié¢ traktujac to jako skrécone formy
w pelni sformalizowanych, ale niezbyt porecznych zapiséw

((sin2z: z €R), (cos3z: z €R)) oraz ((1: z€R), (sinbz: z€R)).

Przypomnienie: f=(f(z): 2 € Dy)={(x, f(z)): x € Dy}.
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(1, cosnz) =0, (1, sinnz) =0, (cosnzx, sinmz) =0,
(cosnzx, cosmaz) =0, (sinnz, sinmz) =0. (oba wzory dla m #n)

Mozemy wiec powiedzie¢, ze funkcje okreslone wzorami: 1 (stata), sinnx, cosnz tworza
uktad ortogonalny3®”.

Natomiast funkcje okreslone wzorami:
1 sinnx COSNT

Var' VT VT

tworza uktad ortonormalny3%®

()

Powstaje naturalne pytanie: Czy ten uktad funkcji jest czyms w rodzaju bazy, to zna-
czy, czy w jaki$ sposdb wyznacza przestrzen liniowa rozwazanych funkcji? I tak i nie.

OdpowiedZ "nie” to odpowiedz algebry liniowej, ktéra w przestrzeni funkcji widzi
przestrzen liniowa, a wiec taka, gdzie mozliwe jest tylko branie skonczonych kombinacji
liniowych wektoréw. W konsekwencji podany wyzej uktad funkcji generuje przestrzen
liniowg wielomianéw trygonometrycznych.

Odpowiedz "tak” to odpowiedz analizy, ktora dopuszcza przejécia graniczne, a wiec
takze nieskonczone sumy przyjmujace posta¢ szeregéw zbieznych. Okazuje sie, ze po-
dany wyzej uktad funkcji jest zupetly, to znaczy, ze jedyna funkcja ciagta prostopadta
do wszystkich funkcji tego uktadu jest funkcja zerowa.

Jezeli eq,..., e, jest baza ortonormalng skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej,
to mozemy sobie wyobrazi¢ ey, ..., e, jako wersory*® poszczegdlnych osi skierowanych
we wzajemnie prostopadtych kierunkach. Wéwcezas k-ta wspotrzedna wektora v jest dana
wzorem (v, e) i w konsekwencji

n
Zvek

Jezeli teraz wyobrazimy sobie nieskonczenie wymiarowy odpowiednik przestrzeni eu-
klidesowej R", to mozemy sobie wyobrazi¢ nieskoriczenie wiele wersoréw eq, e, es, ... nie-
skonczenie wielu osi skierowanych we wzajemnie prostopadtych kierunkach. Wéwcezas
k-ta wspolrzedna wektora v jest dana wzorem (v, ex) i w konsekwencji nalezaloby ocze-
kiwac, ze

§<U ex) €

Jedli w przestrzeni funkcji na poszczegdlnych osiach potozymy funkcje (), to powinnismy
oczekiwaé¢ dla okresowej funkcji ciagtej f wzoru

1 1 > coSNx coSNx sinnx sinnx
f@)={ = 1) =t £y SR (AL [,
D=\l )t E\w ) R R )
367Cyzyli taki uklad wektoréw przestrzeni liniowej z iloczynem skalarnym, ze wektory tego ukladu sa
wzajemnie prostopadle.
368Czyli taki uklad wektoréw przestrzeni liniowej z iloczynem skalarnym, ze wektory tego ukladu sa

wzajemnie prostopadte, a ponadto kazdy wektor ma dtugosé 1.
369Czyli wektory jednostkowej dltugosci.
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co z doktadnoscia do drobnego przeorganizowania wspotczynnikoéw jest stwierdzeniem,
ze funkcja jest suma swojego szeregu Fouriera.

Gdybys$my uparcie trzymali sie zdefiniowanej wcze$niej normy supremum i oczekiwali
zbieznosci jednostajnej, czy choc¢by punktowej, to niestety dla pewnych funkcji ciggtych
bytyby problemy3™. Norma supremum i zbiezno$é¢ jednostajna $wietnie pasuja do funkeji
ciggtych, gdy kluczowe jest zachowanie ciaglosci przy przejsciu granicznym, ale w przy-
padku szeregow Fouriera lepiej sprawdza si¢ zbieznos¢ oparta na normie zwigzanej z ilo-

czynem skalarnym:
2m

Il =V{F, fy=| [ () dz.

Jednak wchodzenie w dalsze detale wykracza poza zakres tego wyktadu.

Jezeli w skoficzenie wymiarowej przestrzeni wprowadzimy baze ortonormalng®™' i
zwigzane z nig wspoétrzedne, to iloczyn skalarny okazuje si¢ byé¢ po prostu sumg ilo-
czynéw wspotrzednych:

n
(v,w)y=> (v, ex) - (w, ey) .
k=1
W szczegdlnosci

<v,v>:é(v, er)?.

Jezeli przyjmiemy, ze przestrzen ma nieskonczenie wiele prostopadtych wymiaréw
i zignorujemy trudnodci techniczne zwigzane z przejsciem granicznym, to mozemy ocze-
kiwac, ze

NgE

(v,w)=> (v, e) - (w, ex)

k

Il
—

oraz

(v,v)= ’i(v, er)?.

Dla funkcji i zwiazanych z nimi szeregéw Fouriera, przy zatozeniu

f(x)=ao+>_ (ancosnz+b,sinnx)
n=1
oraz N
g(x)=co+ Y _ (cpcosnz +d,sinnx)
n=1
otrzymujemy3"2:
2 00
<fa g> :/f(x)g(x) de:QW'GO'CO‘i‘W' Z (ancn+bndn) .
0 n=1

370Jak juz wczeéniej wspomnialem, szereg Fouriera funkcji cigglej moze byé rozbiezny na gestym
zbiorze.

3"'Moze byé tez baza ortogonalna, tylko wtedy trzeba uwzgledni¢ we wzorze dlugoéci wektoréw
bazowych.

372]gnorujac teorie, ktéra uzasadnia przejscia graniczne.
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W szczegdlnoscei otrzymujemy rownos¢ Parsevala:

(o f) /f )dv=2r-a2+7- Y (a2 +12)

n=1

Na zakonczenie zastosujmy réwnos$é Parsevala do weze$niej otrzymanych szeregdw.

Przyklad 104:
Funkcja f jest zdefiniowana wzorem f(z) =z dla x € (—m, 7) oraz f(m)=0.

2.(—1 n+1
ap=a, =0, b, = (1)
n
Poniewaz _
7 7 7 223 273
2 _ 27 _o. [,27. _ 4T _ s
/f(x)dxf/x dr =2 /:c dx 3 n
- - 0 =0
rownos¢ Parsevala przyjmuje postac
273 > 4 > 1
5 =T ZbQ—ﬂ' Z 7—47%21?,

skad otrzymujemy znana nam réwnosé
>~ 1 7.‘_2

n=1 Tl2 6 .

Przyklad 105:
Funkcja f jest zdefiniowana wzorem f(z)=|z| dla x € [—7, 7).

0 dla n parzystych
a, =
—4 /

b, =0, ag =
’ (r-n?) dla n nieparzystych

i
2 Y

Poniewaz podobnie jak w poprzednim przyktadzie

/f d:v—/xQdmZQ;rg,

—T

rownos¢ Parsevala przyjmuje postac
273 s 73 & 16 ™ 16 X 1
o 9142 . 2 _ T N N
TP DLt sk D Die oy T s T S DY T sy
skad otrzymujemy
00 1 7T4

>

= 2k+1)7 96
Postepujac podobnie jak w przyktadzie 103 (strona 192), mozna udowodnié, ze
© 1 16 & 1
nzlﬁ_ﬁg‘; (2k+1)%"
co prowadzi do
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Podsumowanie podstawowych faktéw dotyczacych
szeregow potegowych i trygonometrycznych.

Szereg potegowy Wtasnosé Szereg trygonometryczny
o0 o0
> apa” Wzér ap+ Y (a,cosnz+b,sinnx)
n=0 n=1
Wielomianem Czym jest suma czesciowa? Wielomianem
trygonometrycznym
Przedziat Obszar zbieznos$ci Moze by¢ sieczka
c> Regularno$¢ sumy szeregu Moze by¢ nieciggta
2
1
Odzyskiwanie wspétezynnikéw =g / f(x)dx
™
0
(n) 0 1 2m
a, = / '( ) na podstawie funkcji f ap = — /f(x) -cosnz dx
n! T
"
bedacej sumg szeregu b, = /f(x) -sinnx dx
T
0
Taylora Nazwa odzyskanego szeregu Fouriera

Nawet dla f € C*(R)

moze by¢ rozbiezny

Przy jakich warunkach na f

powyzszy szereg jest zbiezny?

Przy f € C'(R) zbiezny,
a takze przy niektorych
stabszych warunkach

(nawet bez ciaglosci f)

Niekoniecznie

Jesli zbiezny jednostajnie,

a f jest ciggla, Tak
to czy jest zbiezny do f 7
S apz™ Funkcja parzysta ap+ Y apcosnz
oré:O Oon:l
> apztl Funkcja nieparzysta b, sinnx
n=0 n=1
> an (x—x0)" Warianty definicji ap+ Y. ancos(nz+e,)
n=0 n=1

Wida¢ wyraznie, ze szeregi potegowe i trygonometryczne majg zupetnie inne wtasno-
Sci. Jednak wkrétce zobaczymy, ze sg one réznymi obliczami tego samego obiektu...
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