Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Szeregi potegowe

Szeregiem potegowym nazywamy kazdy szereg postaci'®!

o0

2 3
> apr" =ag+arr+asr +azz’ + ...
n=0

gdzie wspotezynniki ag, ay, as, as, ... sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Mozna po-
wiedzieé, ze szereg potegowy to taki wielomian!? o nieskoriczonej liczbie sktadnikéw.

Taki szereg potegowy ma trzy oblicza.

Oblicze pierwsze: czysto formalistyczne. Szereg potegowy mozemy traktowac jako pe-
wien napis, czyli formalne wyrazenie i na takich wyrazeniach mozemy chcie¢ wykonywacé
rozne operacje. Tym sie zajmowac nie bedziemy, bo to raczej domena algebry niz analizy.

Oblicze drugie to traktowanie szeregu potegowego jako szeregu liczbowego z parame-
trem x. Tym wtasnie w poczatkowej fazie studiowania szeregéow potegowych sie zajmiemy.

I wreszcie oblicze trzecie: traktowanie szeregu potegowego jako szeregu funkcyjnego,
czyli zobaczenie w wyrazach oraz sumie szeregu nie liczb, ale funkcji. To jest oblicze
najbardziej interesujace z punktu widzenia analizy i do tego wtasnie zmierzamy.

Zgodnie z zapowiedzig zacznijmy od potraktowania szeregu potegowego jako szeregu
liczbowego z parametrem x. Problem, jaki nas interesuje, to wyznaczenie zbioru wszyst-
kich z, dla ktorych szereg jest zbiezny, czyli obszaru'®® zbieznosci szeregu. Przyklady,
ktore podam, nie beda zbyt finezyjne, bo chodzi mi o pokazanie pewnych zjawisk, a nie
o zakopanie sie w rachunkach.

Poczynmy najpierw spostrzezenie, ze dla x =0 kazdy szereg potegowy jest zbiezny,
albowiem wszystkie jego wyrazy poza ewentualnie ag sg rowne 0.

Przyklad 74: Wyznaczy¢ obszar zbiezno$ci szeregu
oo mn

n=0 n! '

91Tk naprawde to szeregiem potegowym czesto nazywa sie szereg

oo

Zan(x—xo)":ao—l—al (x—x0)+as(z—z0)* +as (x—x0)°+...,

n=0

gdzie x( jest ustalona liczba rzeczywista. I w razie potrzeby badZzmy gotowi do rozwazenia szeregu
takiej wlasnie postaci. Ale jesli chcemy nauczy¢ sie badaé szeregi potegowe, to mozemy dla uproszczenia
przyja¢ xo =0. Nie wplynie to na istote zachodzacych zjawisk.

192Tak jak w przypadku wielomianu przyjmujemy, ze 2° =1 nie przejmujac sie, ze dla x =0 otrzyma-
liby$my wyrazenie nieoznaczone 0V.

1930kreélenie ”obszar zbieznoéci” jest tymczasowe. Docelowo bedziemy uzywaé innego okreélenia, ale
nie sposéb go w tej chwili wprowadzié¢ nie zdradzajac obserwacji, ktore wkrotce mamy poczynic.
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Rozwigzanie:
Jak juz przed chwilg zauwazylidémy, dla z =0 szereg jest zbiezny, a w przypadku z # 0

mozemy zastosowaé kryterium d’Alembertal®?:
"t n) ||
= —-0 < 1,
(n+1)!-zn| n+1

zatem szereg jest zbiezny dla kazdego x. Obszarem zbieznodci jest wiec caty zbior liczb
rzeczywistych, ktory mozemy zapisaé jako przedzial (—oo, +00).

Przyklad 75: Wyznaczy¢ obszar zbieznosci szeregu
oo
> onl-a”.
n=0

Rozwigzanie:
Dla x =0 szereg jest zbiezny, a w przypadku z # 0 stosujemy kryterium d’Alemberta:
(n+1)!- 2t

nl-zn =(n+1)-|z|] =00 > 1,

zatem szereg jest rozbiezny dla kazdego x # 0. Obszarem zbieznosci jest wiec zbior jed-
noelementowy ztozony z zera.

Przyklad 76: Wyznaczy¢ obszar zbiezno$ci szeregu
> oamt.
n=0

Rozwigzanie:
Szereg jest szeregiem geometrycznym o ilorazie z, jest wiec zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy |z| < 1. Zatem obszarem zbieznosci tego szeregu jest przedziat (—1, 1).

Przyklad 77: Wyznaczy¢ obszar zbiezno$ci szeregu
o ITL

Zn-Q”'

n=1

Rozwigzanie:

Zastosowanie kryterium d’Alemberta!®®

w przypadku x # 0 prowadzi do:
2 on 2| m |z <1 dla |z|<2

(n+1)-2n+tan| 2 ndl 2 | 1 dla |z >2

Sta wniosek, ze szereg jest zbiezny w przedziale (—2, 2), a rozbiezny poza przedziatem
[—2, 2]. Do rozstrzygniecia pozostaje zbieznosé szeregu dla x = £2. Przyjrzyjmy sie sze-
regowi w tych dwoch punktach:

194Jak to w kryterium d’Alemberta bywa, zapisujemy iloraz kolejnych dwéch wyrazéw szeregu i po jego
ewentualnym przeksztalceniu przechodzimy do granicy przy n — co pamigtajac, aby = traktowaé jako
parametr. Otrzymana granice poréwnujemy z jedynka i na podstawie tego poréwnania wnioskujemy
o zbieznosci lub rozbieznosci szeregu.

195W tym wypadku mozna tez zastosowaé kryterium Cauchy’ego, pod warunkiem, ze pamietamy
o lim ¥Yn=1.

n—oo
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n

o
Dla z =2 otrzymujemy » =Y —. Jest to szereg rozbiezny jako szereg harmo-

) n=11" 2n n=1
niczny.
[e.e] n [o.¢] n
Dla = = —2 otrzymujemy »_ Z . Jest to szereg zbiezny jako szereg
n=1" n=1
anharmoniczny!%

Podsumowujac: Obszarem zbieznosci danego szeregu jest przedzial [—2, 2).

Przyklad 78: Wyznaczy¢ obszar zbiezno$ci szeregu
o0 .Z,'I’L

ngan,gn '

Rozwigzanie:
Zastosowanie kryterium d’Alemberta w przypadku x # 0 prowadzi do:

|z ( n )2 |z {<1 dla |z] <3
_ M

-3 \n+l 3| >1 dla |o|>3

$n+1 . n2 .3n
(n41)2.3n+l.gn

Sta wniosek, ze szereg jest zbiezny w przedziale (—3, 3), a rozbiezny poza przedziatem
[—3, 3]. Do rozstrzygniecia pozostaje zbieznosé szeregu dla x = £3. Przyjrzyjmy sie sze-
regowi w tych dwoch punktaeh

x" > 1
Dla z = pone b 2—21 2 < 00, skad wynika, ze dany szereg jest

bezwzglednie zbiezny.
Podsumowujac: Obszarem zbieznosci danego szeregu jest przedziat [—3, 3].

Przyklad 79: Wyznaczy¢ obszar zbieznosci szeregu
o0 x’l’b

Vi (4

n=1
Rozwigzanie:
Zastosowanie kryterium d’Alemberta w przypadku x # 0 prowadzi do:

am e (—4)n |z 0 Iz [ <1 dla |z| <4

—_ - s -
vntl-(=4)»ttan] 4 Yntl 4 >1 dla |z|>4

Sta wniosek, ze szereg jest zbiezny w przedziale (—4, 4), a rozbiezny poza przedzialem

[—4, 4]. Do rozstrzygniecia pozostaje zbieznosé szeregu dla x = £4. Przyjrzyjmy sie sze-
regowi w tych dwoch punktach:

" 0o (_1)n
Dla x =4 otrzymujemy Z — =
n=1 V1" (_4)n n=1 \/ﬁ
naprzemienny spehiajacy zatozenia kryterium Leibniza.

n o0

. Jest to szereg zbiezny jako szereg

Dla = —4 otrzymujemy » Jest to szereg rozbiezny jako szereg

1 n=1 n(_4)n n=1 \/_
postaci , — zp=1/2<1
n=1 nr

Podsu;nowujqcz Obszarem zbieznosci danego szeregu jest przedzial (—4, 4].

196Formalnie jest to minus szereg anharmoniczny.
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Jakie spostrzezenie nasuwa si¢ z powyzszych przyktadéw? Otéz w kazdym rozwaza-
nym przyktadzie obszarem zbieznosci jest przedzial, co nie jest wcale oczywiste, bo mozna
sobie wyobrazi¢, ze obszar zbieznosci sktadatby si¢ z kilku kawatkéw. Co wiecej, w roz-
wazanych przyktadach przedzial ten jest prawie symetryczny wzgledem zera — symetria
bywa tamana tylko przez przynaleznosé¢ koncéw przedziatu do obszaru zbieznosci.

Okazuje sig, ze to nie jest przypadek. Kazdy szereg potegowy ma obszar zbieznosci
bedacy przedziatem i dlatego bedziemy moéwili o przedziale zbieznosci. Przedziat ten
moze by¢ caly prosty rzeczywsta, moze degenerowac¢ sie do zbioru ztozonego z zera,
a moze tez by¢ przedzialem jednej z czterech postaci:

(—R, R), [—R, R), (—R, R], [—R, R).

W tym wypadku liczbe R bedziemy nazywaé promieniem!” zbieznoéci szeregu potego-

wego. Mozemy tez mowi¢ o R= oo w przypadku szeregu zbieznego na catej prostej oraz
o R=0 w przypadku szeregu rozbieznego wszedzie poza zerem.

W najblizszym czasie poéwiczymy sobie wyznaczanie przedziatu lub promienia!®®

zbieznosci réznych szeregéw potegowych, a potem przejdziemy do tego, co w analizie
najciekawsze — w wyrazach szeregu potegowego oraz w jego sumie bedziemy dostrzegac
funkcje.

Uwaga 1:

Przedzial zbieznosci szeregu potegowego
S, (z—0)" = ag+ay (2 —x0) +ag (x—20) 4 as (x —x0) + ..
n=0

jest cala prosta rzeczywista, zbiorem {xo} lub jest jednej z czterech postaci:

(xo—R, zo+R), lzo— R, zo+R], (xo— R, zo+ R], [zo— R, z0+R).

Uwaga 2:

Jedli szereg potegowy ma duzo wyrazow zerowych, to mozemy go zapisa¢ w postaci
sumy, w ktorej zerowe wyrazy sa pominiete, a numerowanie obejmuje wyrazy niezerowe.
Na przyktad szereg potegowy

> anz”,
n=0
gdzie a, =1 dla n parzystych oraz a,, =0 dla n nieparzystych, wygodniej jest zapisa¢ jako

[ee] 9
E .
n=0

197Skad nazwa promien? Za kilka tygodni to sobie wyjasnimy, a na razie musi to pozostaé¢ zagadka.

198Samego promienia zbieznoéci szukamy wtedy, gdy nie zalezy nam na badaniu szeregu potegowego
na konicach przedziatu zbieznosci lub gdy rozstrzyganie zbieznosci na koncach przedziatu zbieznosci jest
zbyt trudne.
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Szeregi potegowe:
wyznaczanie przedzialu lub promienia zbieznosSci

Przyktad 80:
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
nzzzl n!
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu traktowanego jako szereg liczbowy

z parametrem x # 0.

Otrzymujemy
(n 1) (3:j13) -t , n! _ (n+1)- (nTH>n$ (3::13> —
(n+1)! e () am (n+1) (")
— (ThLl)n 2] (3n+1)-(3n+2)-(3n+3) . 27e- |z
A (n+1)-@2n+1)-(2n+2) 4

przy n — o0.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych

, , . 2Te-|x]
wyrazow szeregu rownej :

4

27e- |z

4
Jezeli <1, ezyli |z| < 7757 to szereg jest zbiezny.
e
27e- |z
4

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny I7e"
e

4
Jezeli za$ > 1, czyli |z| > 7757 to szereg jest rozbiezny.
e

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci e
e

Przyktlad 81:
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
< (2n)!-z*"

>

n=1

(1)

nl-nn
Rozwigzanie:

Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy

z parametrem x # 0.

Otrzymujemy
(2n+2)!- x?" 2 nl-n™ |

(n+1)!-(n+1)»t1 (2n)l- 22|
_ 2n+1)-(2n+2)-|z|? _
(n+1)- (=) (n+1)
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: 2 2
_2 (2n+1) = R

n+1 (”THYL e

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
2

, p . x
wyrazéw szeregu (1) réwnej 4- —.
e

2
Jezeli 4- 7 < 1, czyli |z| < \éé, to szereg (1) jest zbiezny.
e
2
Jezeli zas 4- = > 1, czyli |z| > \f, to szereg (1) jest rozbiezny.
e

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest rowny o

. 1 . . C e, e
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci —.

Przyktad 82:
Wyznaczy¢ promien zbiezno$ci szeregu potegowego
2 2
00 T L
> e (2)
n=1 (nl)n
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (2) traktowanego jako szereg liczbowy z pa-
rametrem .
Otrzymujemy
an . xnz
(nl)"

Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,):
bopr  (n)™ ezt ol () (1) o]

= . = 1+—1 - . .
b, (n+1)! n"-|x|n n+1 < n) ol = ezl

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazow ciagu (b,) réwnej e |z|.

_ et

=b,.

n

n!

Jezeli e-|x| <1, czyli |x| < 1, to ciag (b,) jest zbiezny do 0< 1, a w konsekwencji szereg
(2) jest zbiezny. ‘

Jezeli za$ e-|x|>1, czyli || > 1, to ciag (by) jest rozbiezny do 400> 1, a w konsekwencji
szereg (2) jest rozbiezny. ‘

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (2) jest rowny i.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci —.
e
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Przyklad 83:
Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego

® (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) - 2"

>

= n-(n+l)-(n+2)-(n+3)-(n+4)

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu potegowego traktowanego jako sze-
reg liczbowy z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(2n+3)-(2n+5)-(2n+7)-(2n+9) 2" ! n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)
(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)-(n+5)  (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) 2"
_ n-@n19)-Jo

"~ (n+5)-(2n+1) — 2

przy n — oo.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw danego szeregu potegowego réwnej |x|.

Jezeli |x| <1, to szereg jest zbiezny.
Jezeli za$ |x| > 1, to szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réowny 1.

Dla x =1 otrzymujemy szereg, ktéry na mocy kryterium poréwnawczego jest rozbiez-
ny:
> (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) < i (2n+0)-(2n+0)-(2n+0)-(2n+0)
= on-(nt+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4) ~ Zn-(n+n)-(n+2n)-(n+3n)-(n+4n)

1 X1 n
15 Zn oo

Dla x = —1 otrzymujemy szereg

< (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-2n+T7)-(—1)"
n; n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)

ktory jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.

Y

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

2n+1)-2n+3)-2n+5)-2n+7) . (24+1)-(2+2)-(2+2)-(2+1)- L
e () (n42) - (n3)- (ntd) e L (142) - (1+2) (1+2)- (1+2)
2.2.2.2.0
11111
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3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) - (2n+3)-(2n+5)-(2n+7)-(2n+9)
n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4) ~ (n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)-(n+5)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom
2n+1 _ 2n+9
> )
n n+>5
(2n+1)-(n+5)>(2n+9)-n,
o2n?+11n+5

2n* +9n,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny dla = —1 na mocy kryte-
rium Leibniza o szeregach naprzemiennych.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma przedzial zbieznosci [—1, 1).

Uwaga: Stosowanie kryterium d’Alemberta nie jest konieczne, ale jego unikanie nie
wydaje si¢ specjalnie praktyczne. Mozna bowiem wyobrazi¢ sobie naste¢pujace rozwigza-
nie:

e Jakims sposobem zgadujemy, ze promien zbieznosci jest rowny 1.

e Dowodzimy jak w przedstawionym rozwigzaniu, ze szereg jest rozbiezny dla x =1
i zbiezny dla z = —1.

e Przedstawiamy rozumowanie, z ktorego wynika, ze jesli szereg jest rozbiezny dla z =1
i zbiezny dla = —1, to jego promien zbieznosci jest rowny 1.
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Szeregi potegowe — sumowanie

Tuz przed majowym weekendem nie chce Wam psué dobrego nastroju, dlatego oma-
wianie wlasnosci sum szeregdw potegowych jest w sam raz — mozna wykazywacé si¢
tu petna beztroska. Jak si¢ przekonamy w maju, w przypadku innych szeregdéw funk-
cyjnych moze by¢ fatalnie. Ale poki co cieszmy sie dniem dzisiejszym, czyli szeregami
potegowymi, a tu jest wprost cudownie.

Pierwszg dobra nowine juz znamy: Obszar zbieznosci szeregu potegowego
jest przedzialem'?”. Nie docenimy tego, dopéki w przyszloéci nie zobaczymy szeregdéw
funkcyjnych, dla ktérych obszar zbieznosci moze by¢ bardzo kaprysnym i dziurawym
zbiorem.

No dobrze, wige sytuacja jest taka: Mamy szereg potegowy > a,z". Przyjmijmy, ze je-
n=0
go promien zbieznosci R jest dodatni (moze by¢ nieskoriczony), bo z szeregiem zbieznym

tylko w zerze niewiele ciekawego da sie zrobi¢. Zatem szereg jest zbiezny w przedziale
(=R, R). Jesli R jest skoniczone, to moze do tego przedzialu zbieznosci da sie wlaczy¢
jeden lub oba konce?®.

Jak dotad, traktowalidémy szereg potegowy jak szereg liczbowy z parametrem x. Skoro
jednak szereg ten jest zbiezny dla kazdego x € (—R, R), to mozemy z sum tego szeregu
skomponowaé funkcje f: (=R, R) — R przyjmujac

flz)= i}anx".

Poniewaz funkcja f powstala z wysumowania szeregu osobno dla kazdej wartosci para-
metru x, a nastepnie pozbierania tych sum w jedna funkcje, mozna sie obawiac, ze sumy
te, czyli wartodci funkcji f, beda wymieszane bez tadu i sktadu. Tu jednak czeka nas:
Druga dobra nowina: Suma szeregu potegowego jest funkcjg ciggla. Oczywi-
Scie pamietamy, ze dziedzing tej funkcji jest przedziat zbieznosci szeregu potegowego.
Wprawdzie szereg potegowy nie musi by¢ zbiezny na calej prostej, ale tam gdzie jest
zbiezny, jego suma tworzy funkcje ciggla.

199Wprawdzie ten przedzial moze sie degenerowaé do zbioru jednopunktowego, ale jestesmy przyzwy-
czajeni do tego, ze szereg moze by¢ po prostu rozbiezny i wowczas zaden z niego pozytek. Najwazniejsze,
ze dla szeregdéw potegowych zbieznych choé¢ troche poza zerem, jest fajnie.

200Bede dla ustalenia uwagi pisal (—R, R), zeby nie utonaé¢ w rozpatrywaniu réznych przypadkéw, ale
bedziemy rozumieé, ze w tym miejscu moze sie pojawié¢ réwnie dobrze (—R, R], [-R, R) lub [-R, R].
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Na razie traktujmy te nowine jako dar od losu — kiedy w maju zapoznamy sie z na-
miastka teorii szeregéw funkcyjnych, poznamy troche mechanizmoéow, dzigki ktorym sze-
regi potegowe tak fajnie sie zachowuja.

Skoro suma szeregu potegowego jest ciggla, to zapytajmy: a moze jest takze réznicz-
kowalna? Okazuje sie, ze tak. Co wiecej, mozna rézniczkowaé szereg potegowy wyraz
za Wyrazem.

Trzecia dobra nowina: Suma szeregu potegowego jest funkcja rézniczko-
walng, a sam szereg mozna rézniczkowaé wyraz za wyrazem.

Oznacza to tyle, ze jesli
f(l') - Z anxn bl
n=0

to f jest rézniczkowalna, a ponadto

f/< - d d n __ e n __ o n—1
x)—%z:oanx —X:O@ana: —zzlnana: ,
n= n= n=

czyli w tym wypadku pochodna sumy jest sumag pochodnych, niewazne, ze suma ma
nieskonczenie wiele sktadnikéw.

[e.e]
Trzeba tu podkreslié, ze szereg potegowy > a,z" po formalnym zrézniczkowaniu pro-

n=0
o
wadzi do szeregu potegowego » na,z™ ' o tym samym promieniu zbieznosci — przedzial
n=1

zbieznosci moze sie jednak zmniejszy¢ o tyle, ze moga z niego wypas¢ konce.

Czwarta dobra nowina: Suma szeregu potegowego jest funkcja réznicz-
kowalng nieskonczenie wiele razy, a sam szereg mozna rézniczkowaé wyraz
za wyrazem dowolnie wiele razy.

To jest prosty wniosek z trzeciej nowiny — skoro suma szeregu potegowego jest r6z-
niczkowalna, a jej pochodna tez jest suma szeregu potegowego, to mozna ten proces
powtorzy¢ dowolnie wiele razy.

Wobec tego dla kazdej liczby naturalnej £ mamy

dk 00 00 dk 00
f®(z) = ﬁnzzjoanx" :nz::owanac” :nz::kn(n— D...(n—k+1Dayz" ",

Podsumujmy: Suma szeregu potegowego w przedziale zbieznosci jest bardzo porzad-
ng funkcja, bo rézniczkowalna nieskonczenie wiele razy. Ponadto szereg potegowy moz-
na rozniczkowaé¢ wyraz za wyrazem, czyli jest obojetne, czy najpierw go wysumujemy,
a sume zrozniczkujemy, czy tez najpierw zrozniczkujemy kazdy sktadnik, a potem wysu-
mujemy pochodne sktadnikéw. Wewnatrz przedzialu zbieznosci powyzsze zachodzi bez
zastrzezen. Na koncu przedziatu zbieznosci tez jest OK, ale pod warunkiem, ze szereg
odpowiednich pochodnych jest zbiezny, i ze zamiast pochodnej rozwazamy odpowiednia
pochodng jednostronng.
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Popatrzmy teraz na przyktady.
Na poczatek najprostszy z nietrywialnych szeregow: szereg geometryczny. Wiemy do-
brze, gdzie jest zbiezny i jaka ma sume.

Przyklad 84:
Dla z € (—1, 1) przyjmijmy

fla)=3 "= 1= (4)

— X

Skoro szereg potegowy mozna rézniczkowaé wyraz za wyrazem, to mozna i catkowac,
ale trzeba tu nieco ostroznosci ze wzgledu na niejednoznacznos¢ wynikajaca ze stalej
calkowania. Wobec tego przyjmujac?’!

[e's) xn—i—l

Fa=> " =3

n:On_'_1 n=1 T

otrzymujemy F'(z)= f(z) dla z € (—1, 1). Zauwazmy jednak, ze funkcja f jest okreslona
na przedziale (—1, 1), natomiast funkcja F' jest okreslona i ciagta na przedziale [—1, 1),
bo tamze jest zbiezny szereg potegowy ja definiujacy. Ponadto dla x € (—1, 1) mamy
dx
F(a)= [ fz)de= [ T “In(1-2)+C.
Poniewaz F(0) =0, otrzymujemy?"?
0=-In(1-0)+C,
skad C'=0 i1 w konsekwencji F(x)=—In(1—=z) dla x € (—1, 1), a przejscie do granicy
przy © — —17 pozwala rozszerzy¢ réwnosé F(z)=—In(1—z) do z € [-1, 1).

Whniosek:

Zﬂz_lng_g;) dla  ze[-1,1),

n=1 T
co mozna tez przepisa¢ w postaci

0o (_1)n+1xn

> =In(1+x) dla  ze(-1,1]. (Q)
n=1 n
Ktadac w ostatniej rownosci z =1 otrzymujemy
(<1

>

n=1
czyli w inny sposéb niz poprzednio doszliémy do sumy szeregu anharmonicznego. Jed-
nak tym razem suma szeregu anharmonicznego nie jest jaka$ tam liczba wyciggnieta
z kapelusza — widzimy bowiem, ze logarytm naturalny daje si¢ zapisa¢ jako suma sze-
regu potegowego zgodnie ze wzorem (©), a szereg anharmoniczny to wlasnie ten szereg
dla z=1.

2,
n

2017y jest po prostu szereg ze wzoru (#) scatkowany wyraz za wyrazem.
202Pyrzyimujac x = 0.
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Przyklad 85:
Dla x € (—1, 1) przyjmijmy

o n_2n __ ]'
f@)= S (1=

Scatkujmy powyzszy szereg wyraz za wyrazem przyjmujac
Fa)-3 ET
0 2n-+1
Wéwezas F'(z)=f(x) dlaxze(—1,1). Odnotujmy, ze funkcja f jest okreSona na przedziale
(—1, 1), natomiast funkcja F jest okreslona i ciagta na przedziale [—1, 1], bo wtasnie tam

jest zbiezny szereg potegowy ja definiujacy. Ponadto dla x € (—1, 1) mamy

d
F(x) :/f(x) dx:/TZZ =arctgz+C'.
Poniewaz F(0) =0, otrzymujemy?*
0O=arctg 0+C,
skad C' =0 i w konsekwencji F(x)=arctg z dla x € (—1, 1), a przejécie do granicy przy
x— —17 1 przy x — 17 pozwala rozszerzy¢ te réwnosé do x € [—1, 1].
Whniosek: (1)t
00 (_1)"y2n
Z N 7

=0 2n+1

Podstawiajac w ostatniej rownosci z =1 otrzymujemy

0o (_1)"
Z( ) :arctglzg,

=arctgr dla xel[-1,1].

0 2n+1
czyli
GAPRNE U SUS SU SE S SN S
4 3 5 7 9 11 13 15 7

Naiwnie mozna by sadzi¢, ze otrzymujemy wzor
4 4+4 4+4 4+4 4+
T=4——4+-—c-+-———+———+...
3 5 7 9 11 13 15 ’

dzieki ktéremu mozna obliczaé przyblizong wartos¢ liczby 7. Niestety, ten szereg jest dosé
wolno zbiezny, wiec przy duzym naktadzie pracy otrzymamy niezbyt dobre przyblizenie.
Na przyktad obliczenie sumy tysiaca poczatkowych wyrazéw prowadzi do

999 (—1)".4 4 4 4 4 4 4 4
4 - ~3,140592654
nZZOQnH 375 7 o T 13 15 1999 ’

podczas gdy m~3,141592654. Dostajemy wiec poprawnie tylko dwie?** cyfry przyblizenia
po przecinku.

203Przyimujac x = 0.

204Catly dowcip polega na tym, ze widzimy osiem poprawnych cyfr. Tyle ze osiem z dziewieciu: pierwsza,
druga i od czwartej do dziewiatej. Z kolei uwzglednienie 10 milionéw wyrazoéw daje tylko 6 cyfr:
9999 999

(—1)"-4 4 4 4 4 4 4
—d - - —— 4. ———— ~3,14159255358979323846289338327950288
”Z::O n+1 375 79T TI T T 10909099

przy m/3,14159265358979323846264338327950288. Chociaz przy odrobinie dobrej woli mozna dostrzec
20 cyfr (z 21) lub 32 cyfry (z 35). Ale to juz zupelnie inna historia.
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Szereg Taylora

Zastanowmy si¢ teraz nad nastepujacym zagadnieniem: Dany jest szereg potegowy o

dodatnim?®® promieniu zbieznoéci R. Znamy funkcje f bedaca jego suma w przedziale’6
(—R, R):

flz)= iﬂanx" )

Czy na podstawie znajomosdci funkcji f mozemy odtworzy¢ szereg potegowy, ktérego jest
ona suma?

Okazuje sie, ze tak. Wystarczy bowiem zauwazy¢, ze skoro szereg mozna rozniczkowaé
wyraz za wyrazem dowolnie wiele razy, to dla kazdej liczby calkowitej nieujemnej?’” k
otrzymujemy

dk dk 00 ) dk )
k _ _ n__ n__ n—k
£ )(m)_%f(x)_%;::oanx _;::O%anx _gkn(n—l).‘.(n—k%—l)anx :

skad po podstawieniu z =0 dostajemy?’®

FBO) =3 nn=1)...(n—k+1)an0"* = k- ay .
n==k

Wobec tego

f(0)
ko
Mamy wiec procedure odtworzenia wspotczynnikéw szeregu potegowego na podstawie
funkcji bedacej jego suma: wspotczynikami tymi sa pochodne sumy w zerze podzielone
przez odpowiednie silnie.
Aby taka procedura dala sie zastosowac¢ do funkcji f, wystarczy, aby funkcja f miata
w zerze pochodne wszystkich rzedéw. Innymi stowy z funkcja f majaca w zerze pochodne
wszystkich rzedéw mozemy zwigzac szereg potegowy
oo £(n)(()
5 FA0)

n!

ap =

)
n=0

ktory jest jedynym kandydatem na szereg potegowy sumujacy si¢ do f. Szereg taki
nazywamy szeregiem Taylora?” funkcji f.

205By¢ moze nieskonczonym.

206\ niejsza o ewentualna zbiezno$é na koncach — i tak w tym akurat miejscu nie robiliby$émy z niej
zadnego uzytku.

207Dla k=0 tez sie to broni, chociaz wyglada dziwnie. Jednak wlaczamy ten przypadek do ogélnego
schematu dla jednolitosci otrzymywanych wzordw.

208Pamietajac, ze w kontekécie wielomianéw i szeregéw potegowych z° =1, takze 00 =1.

209Celowo wyrazilem sie tu troche nieprecyzyjnie, zeby nie wprowadzaé niepotrzebnych komplikacji.
W rzeczywistosci méwiac o szeregu Taylora funkcji f powinnidmy jeszcze dopowiedzieé¢, w ktérym punk-
cie g ten szereg tworzymy (u nas xo=0). Wéwczas szereg ten ma postaé

©  f(n)
Z f n('xO) (.T—J,‘O)” .
n=0 :

Ponadto szereg Taylora w zerze (wlasnie taki rozpatrujemy) nazywany bywa szeregiem Maclaurina, ale
bardziej odpowiada mi uzywanie tu nazwiska Taylora.
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To teraz naturalne jest pytanie takie: Dana jest funkcja f majgca w zerze pochodne
wszystkich rzedow. Mozemy stworzy¢ jej szereg Taylora. Czy wowcezas funkcja f jest jego
suma?

Przypomina to troche prymitywna?!? sztuczke, ktéra ma sugerowaé, ze znam na pa-
mie¢ piate potegi liczb jednocyfrowych. Wybierzcie jakas$ cyfre, podniescie ja do piatej
potegi, a ja blyskawicznie powiem, jaka cyfre wybraliscie. Podaliscie 168077 Aha, to
jest piata potega liczby 7. Na czym polega trik? Otéz cyfra jednosci zachowuje sie przy
podnoszeniu do piatej potegi. Wobec tego wybrang przez Was cyfra jest cyfra jednosci
podanej przez Was piatej potegi. Tak wtasnie wyglada procedura wyciagania pierwiastka
piatego stopnia z liczb mniejszych od 100000 bedacych piatymi potegami — w odpowie-
dzi podajemy cyfre jednosci.

A jesli podacie mi liczbe 123427 To zgodnie z procedura odpowiem: To jest piata
potega liczby 2. Nie dziala? No tak, bo procedura pierwiastkowania przez podawanie
cyfry jednosci daje sie zastosowacé do kazdej liczby, i dla kazdej liczby daje jaki$ wynik,
ale tylko dla pigtych poteg daje wynik zgodny z naszymi oczekiwaniami.

To wzbudza pewien niepokéj, jesli chodzi o szereg Taylora, bo:

Jaka mamy gwarancje, ze funkcja jest suma swojego szeregu Taylora?

I wtasnie nadszedt czas, aby zburzy¢ blogi spokdj zwigzany z beztroska, z jakg mozna
traktowaé szeregi potegowe.
Przypomnijmy przyktad z pierwszego semestru:

Przyktlad 86:
Niech

—1/x?
f(x):{ e dla z#0

0 dla z=0

Przypomne, ze tak zdefiniowana funkcja f:IR — R jest nieskorniczenie wiele razy roz-
niczkowalna na catej prostej, jest dodatnia poza zerem, a w zerze ma pochodne wszystkich
rzedéw réwne 0. Wobec tego jej szereg Taylora jest szeregiem zerowym.

Czyli tak: funkcja jest bardzo porzadna?!!, jej szereg Taylora jest $wietnie zbiezny?'?,
ale suma tego szeregu Taylora nie ma wiele wspolnego z samg funkcja, bo suma szeregu
Taylora jest zerowa, a funkcja jest dodatnia poza zerem.

Wobec tego spotkata nas:

210D]a, celéw ilustracyjnych taka prymitywna sztuczka w zupeloéci wystarczy. Gdyby kto$ chciat
sztuczki powazniejszej, to musialby sie nauczy¢ piatych poteg liczb jednocyfrowych, co jest rownowaz-
ne zapamietaniu piatych poteg dwucyfrowych wielokrotnosci dziesiatki. Woéwczas mogtby znajdowadé
podstawy piatych poteg liczb dwucyfrowych: cyfra jednosci podstawy jest cyfra jednosci piatej pote-
gi, a cyfra dziesiatek podstawy moze by¢ okreslona przez poréwnanie podanej piatej potegi z piatymi
potegami wielokrotnoéci dziesiatki.

211Ma nieskoniczenie wiele pochodnych na catej prostej — chyba lepiej sie nie da.

212Czy ktos zna szereg lepiej zbiezny niz szereg zerowy?
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Przykros¢ 1: Suma szeregu Taylora moze by¢ rézna od funkcji.

Ale to nie koniec ztych wiesci. Otoz okazuje sie, ze kazdy szereg potegowy jest
szeregem Taylora pewnej funkcji*'®. Udowodnienie tego, czy choéby naszkicowanie
dowodu, wykracza poza ramy tego wyktadu. W kazdym razie nawet taki szereg jak znany
nam Y _ nla", ktéry jest rozbiezny wszedzie poza zerem, jest szeregiem Taylora jakiejs

n=0
funkcji.

Tym samym spotyka nas:

Przykro$¢ 2: Szereg Taylora moze by¢ rozbiezny poza zerem.

Podsumowujac:
Jedli funkcja f jest suma szeregu potegowego, to szeregiem tym jest jej szereg Taylora.
Jedli zas wezmiemy jakakolwiek funkcje f majaca pochodne wszystkich rzedow wokot
zera, to jej szereg Taylora moze by¢ rozbiezny wszedzie poza zerem, a nawet jak jest
zbiezny, to jego suma moze mie¢ niewiele wspolnego z sama funkcja.

Ale nie martwcie sie, gtowa do gory. Zaraz poznamy przyktady funkcji, ktére jednak sg
sumami swoich szeregow Taylora i wyjasnimy sobie, ze nie jest to takie rzadkie zjawisko.

Przyklad 87:
Zbadaé szereg Taylora w zerze funkcji f okreslonej wzorem

flx)=¢€".

Poniewaz f™(x)=e" oraz f(0)=1, szeregiem Taylora funkcji f w zerze jest szereg
oo l.n
n=0 n! '

Szereg ten jest zbiezny na calej prostej rzeczywistej, ale czy jego suma jest funkcja f 7

Narzedziem, ktore tu wykorzystamy, jest wzér Taylora, ktory przypomne w wersji
ogolnej:

N=1 f) (4
fo)=y LA

(x—x)" 4+ Ry(x)

n=0 n!
oraz szczegllnej przy xo=0:
N-1 f(n) 0
@)= T Vi gy,
n=0 :

Sktadnik Ry(x) jest N-ta reszta wzoru Taylora i odpowiada za btad, jaki popelniamy
przyblizajac funkcje f wielomianem. Sa rézne postacie reszty wzoru Taylora, ale my
uzywalismy

F) (2 +t, (2 —x0))

Ry ()= N

(x—xo)™ t, €(0,1),

213] to bardzo porzadnej, bo nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnej na calej prostej.

== Wykiad 10 - 149 - Szeregi potegowe



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

gdzie argument xo+1t, (x —xg) jest po prostu jakim$ punktem pomiedzy ¢ i x.
Dla xy =0 mamy prostsza wersje:

RN(:E):W-xN t,€(0,1).

Nie sposob nie zauwazy¢, ze sktadniki we wzorze Taylora sg identyczne jak w szeregu
Taylora. Nie jest to przypadek, wszak jedno i drugie usituje zrobi¢ z funkcji wielomian.
Wzor Taylora mowi, ze funkcje mozna przyblizy¢ wielomianem, a za blad jaki w tym
wypadku popelniamy odpowiada reszta wzoru Taylora. Natomiast szereg Taylora jest
tymze wielomianem ze wzoru Taylora wysumowanym do nieskonczonosci, czyli szere-
giem potegowym. W jednym i drugim przypadku wspotczynniki wielomianu odezytujemy
z pochodnych funkcji w punkcie zy, gdyz tym najlepszym wielomianem jest wielomian
majacy takie same pochodne w z( jak funkcja f.

Wroémy do funkeji z rozwazanego przyktadu. Aby udowodni¢, ze dla kazdego x szereg

oo xn
n=0 n!
jest zbiezny do f(x)=e", trzeba udowodnié, ze ciag sum czesciowych

N n

X
n=0 n!

jest zbiezny do f(x). Poniewaz?!4

N n

X

f(z) = Ryyi(),

musimy dowie$¢, ze Ry1(z) dazy*'® do zera. W tym celu trzeba oszacowaé¢ |Ryi1()|
od gory przez wyrazenie dazace do 0 przy N — oo.

Whprawdzie wzér na Ry 1(x) jest niezbyt precyzyjny, ale w zupelnosci wystarczajacy
do oszacowan, jesli rozumiemy cho¢ troche jak wygladaja pochodne funkcji f. W naszym
przypadku

n=0 n!

(N+1) t. - te-x te-x ||
| Ry (2)| = f (s l’) Ny1|_|_ € N = € Jz N < € N
(N+1)! (N+1)! (N+1)! (N+1)!
W oszacowaniach skorzystaliSmy z nieréwnosci
te-x < |tp-x| = |ta] |z <|z|.
||
Przy ustalonym x # 0 zbieznosé ciagu 67-|x|N + do zera dowodzimy
(N+1)! NeN
korzystajac z wersji kryterium d’Alemberta dla ciagow:
||
e . |ZL’|N+2 T
(]\iltlm! N+1:N| ‘2_>0<1'
neEyMid *

Tym samym udowodnilismy, ze szereg Taylora funkcji f jest do niej zbiezny na catej
prostej i bez skrepowania mozemy zapisaé¢?!6:

214 Jest to delikatnie przeksztalcony wzér Taylora z poprzedniej strony w wersji 20=01i N+1 zamiast N.
215Przy ustalonym z, gdy N — oo.
216] koniecznie zapamietaé !!!
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o0 pn 22 g3 gt b g6 T g8 g9 10
L | Lo T
D D e R TR TR o R TR TR TR
Plynie stad w szczegdlnoéci wniosek?!”, ze
= 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
e = _— R J—
2 276 24 120 720 7 8l 9 10!

Nie sposéb oprzec¢ si¢ nastepujacej uwadze: Funkcja wyktadnicza okreslona wzorem e”®
ma te wtasnosé, ze jest sama swoja pochodna. Takze otrzymany przez nas szereg ma te
wlasnosé, ze rézniczkujac go formalnie wyraz za wyrazem otrzymujemy ten sam szereg.
Nic dziwnego, jesli zwazymy, ze funkcja przedstawia si¢ jako suma tego szeregu. Uwaga
ta moze by¢ jednak poczyniona bez zadnych oszacowan korzystajacych ze wzoru Tay-
lora. Oczywiscie bez oszacowaﬁ pozwala ona tylko wysnué¢ hipoteze, ze miedzy funkcja
wyktadnicza f(x)=e" i szeregiem ze wzoru (&) jest jaki$ zwiazek.

Przyklad 88:
Zbadac¢ szereg Taylora w zerze funkcji f okreslonej wzorem

f(x)=sinx.
Poniewaz
0 (2) (—=1)"2.sinz dla n parzystych
€Tr) =
(—=1)(»=D/2.cosz  dla n nieparzystych
oraz

0 dla n parzystych
£ (0) = { parzysty
(=1)

(n=1)/2 " dla n nieparzystych

szeregiem Taylora funkcji f w zerze jest szereg?'®
00 (_1)n .x2n+1

nZ:O (2n+1)!
Udowodnienie, ze szereg ten jest zbiezny do funkcji f sprowadza sie, podobnie jak w po-
przednim przyktadzie, do wykazania, ze przy ustalonym z reszty wzoru Taylora daza

do zera2!?:

|Ry1(2)] = w N1 _[Isin(te-2) v _M.| !Nﬂ\ﬂ.
(N+1)! (N+1)! (N+1)! (N+1)!
|x|N+1
Przy ustalonym  # 0 zbieznos¢ ciagu ((N+1)'> do zera dowodzimy korzystajac
'/ NeN

z wersji kryterium d’Alemberta dla ciggow:
2V /(N +2)! x|

—~ 0<1.
N (N Nt2

217 Jedli we wzorze (&) przyjmiemy z = 1.

218Po odpowiednim przenumerowaniu wyrazéw.

219W miedzyczasie positkujemy sie oznaczeniem jsin dla funkcji ”jaki$ sinus”, ktéra moze byé +sin
lub =+ cos.
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Udowodnilismy wiec, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzi rownosé

Slnx:iwzx_£+£_g+£_iu+
2 2n 1) 6 120 71 ol 111

Analogicznie mozna wykazaé, ze dla kazdego x prawdziwy jest wzor

00 (_1>nx2n $2 fI?4 SL’G $8 xlO
— S P
COST= D o) > T 0 R 10t
Do kompletu przypomnijmy tez trzy rozwiniecia uzyskane wczesniej:
In(1+a)= 3 D" A A i dlaz € (—1, 1]
n =) ——=r——+———+———+... axe(—
= n 2 3 4 5 6 ’
0o (_1)n‘m2n+1 133 :L‘5 ZE7 139 LL'H
tgx=) — =xr——4+———+———+... dlaze|[-1,1
metgT=3 T T3ty Tt o T azel-11
L X gn - +x2+ 3+$4+$5+x6 +x7+x8+x9+x10+
=) —=l4z+—4+—+—-+——+-——++++-—7+...
o n! 2 6 24 120 720 78 9 10!

Przyklad 89:

Zbadacé szereg Taylora w zerze funkcji f okre$lonej wzorem
2

flz)=e".
Wypisanie szeregu Taylora tej funkcji przez obliczenie jej pochodnych w zerze bytoby
troche skomplikowane, bo trudno od reki podaé¢ wzor na pochodna funkcji f dalekiego
rzedu.
Jednak z réwnosci

[e.9] n
e’ = x—'
n=0 TV

20 7e dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnoéé

2n

wynika
2 X T

fla)=e =

Skoro f jest przedstawiona w postaci sumy szeregu potegowego, to jest to jej szereg
Taylora. W szczegblnosci mozemy z tego szeregu odczytaé¢ pochodne funkcji f w zerze:

n=0 n! '

n!
fP0)=1 (n/2)!
0 dla n nieparzystych

dla n parzystych

2

220Po podstawieniu 22 w miejsce .
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A teraz kilka zdan komentarza dotyczacego materii wykraczajacej poza ramy tego
wyktadu.

7 jednej strony widzieliémy, ze szereg Taylora funkcji nieskoficzenie??! rézniczkowalne;j

nie musi by¢ zbiezny do samej funkcji. Z drugiej zas zobaczyliSmy przyktady, w ktorych
tak jest: funkcja wyraza sie przy pomocy szeregu potegowego, czyli swojego szeregu Tay-
lora. Procedura dowodzenia takiej zbieznoéci??? jest doéé zmudna. Okazuje sie jednak,
ze wérod funkeji mozna wyrdzni¢ tak zwane funkcje analityczne. Z definicji sg to funk-
cje o dziedzinie bedacej przedziatem otwartym??®, ktére wokét kazdego punktu swojej
dziedziny wyrazajg sie przy pomocy sumy szeregu potegowego. Funkcja analityczna jest
wiec lokalnie sumg swojego szeregu Taylora. Poki co wyglada to troche na masto masla-
ne, bo skoro definiujemy funkcje analityczne jako bedace sumami szeregdw potegowych,
to coz to za rewelacja, ze okazuja si¢ one by¢ sumami szeregow potegowych. Przeciez
to wlasnie zatozyliSmy w definicji.

Okazuje sie, ze analityczne sa podstawowe funkcje, ktore znamy: wielomiany, funkcje
wyktadnicze, logarytmiczne, potegowe w (0, 00), trygonometryczne, odwrotne do try-
gonometrycznych. Ponadto wykonywanie czterech dziatan na funkcjach analitycznych
oraz sktadanie funkcji analitycznych prowadzi do funkcji analitycznych. Takze funkcja
odwrotna do funkeji analitycznej o pochodnej réznej od zera??* jest analityczna.

Morat??® 7 tej opowiastki ptynie nastepujacy: kazda funkcja zdefiniowana ”tadnym

wzorkiem” jest analityczna, czyli lokalnie jest suma swojego szeregu Tayora. Trzeba
tu jednak uwazaé na konstrukcje typu |z|= Vz2, co jest w pewnym sensie ”ladnym
wzorkiem”, ale definiuje funkcje nier6zniczkowalng, a wiec nieanalityczng. Aby uniknaé
tego typu niespodzianek, trzeba uzywaé¢ funkcji okreslonych na przedziatach otwartych.
Tu problem wziat sie z zera pod pierwiastkiem — pierwiastek nie jest okreslony na zbiorze
otwartym zawierajagcym zero w swoim wnetrzu.

Funkcja

e 17" dla 240
f<x>={ .

0 dla =0

omawiana wczesniej, nie jest analityczna, bo wokot zera nie jest sumg swojego szeregu
Taylora??%. Zeby skonstruowaé taka funkcje, musiatem uzy¢ klamerek, gdyz nie da sie ta-
kiej funkcji zapisa¢ ”tadnym wzorkiem”. Jednak funkcja ta jest analityczna w przedziale
(—00, 0) 1 jest tez analityczna w przedziale (0, 00).

221” Punkcja nieskonczenie rézniczkowalna” to skrécona forma od ”funkcja nieskoficzenie wiele razy
rozniczkowalna”, czyli majaca pochodne wszystkich rzedéw. Czasami uzywa sig tez krétszego sformuto-
wania ”funkcja gladka”, ale nie jest to sformulowanie uniwersalne, bo czasami méwi sie o funkcji, ze jest
gltadka, gdy ma tyle pochodnych, ile wynika z kontekstu — na przyktad dwie, pie¢ lub siedemnascie.

222Na przyktad z wykorzystaniem wzoru Taylora.

223Moze mieé¢ kofice w Fo00.

224To znaczy: o pochodnej, ktéra nigdzie sie nie zeruje.

225Morat ten ma jedynie charakter informacyjny, poniewaz teoria funkcji analitycznych wykracza poza
program wyktadu.

226Przypominam, ze szereg Taylora tej funkcji w zerze to szereg zerowy.
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Na koniec jeszcze jedna wtasnosé funkeji analitycznych. Ot6z funkcje nieskoniczenie
rozniczkowalne sa gietkie w tym sensie, ze jesli znam funkcje f € C*°(R) na przedziale??”
(0,1), to nie mam bladego pojecia®®®, jak wyglada ona na przedziale (2,3).

Funkcje analityczne natomiast sg sztywne, to znaczy, ze funkcja analityczna na R jest
jednoznacznie wyznaczona?? przez swoje wartosci na przedziale (0,1).

22TTu i dalej podane przedzialy sa przyktadowe.
228 Jedli np. wiem, ze f € C°(R) oraz f(z)=sinx dla z € (0,1), to moge mieé

flx)=¢" dla z €(2,3)

albo moge mieé

flx)y=vz  dlaze(2,3)
albo jak mnie poniesie fantazja, réwnie dobrze moge miec¢
f(x)=cos (ezﬂ+\ﬁ7) dla z€(2,3).
229Tnnymi stowy: Jeli funkcje f i g sa analityczne na R oraz f(z)=g(x) dla z € (0,1), to wéwczas

f(z)=g(z) dla kazdego x € R.
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