Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Szeregi liczbowe — zbieznos¢ bezwzgledna.

W tym tygodniu zajmiemy si¢ kryteriami zbieznosci szeregdw o wyrazach dowolnego

znaku'%8.

Na poczatek rozwazmy nastepujacy szereg:

. 2020
i sin <n2020 )

n=1
Czy ten szereg ma tylko wyrazy dodatnie, czy tez ma wyrazy réznych znakow? Przyj-
rzyjmy mu sie¢ troche. Pierwszy wyraz to
sin1

7 =sinl ~ 07841471 s

n2

jest wiec dodatni.
Z kolei drugi wyraz jest rowny
220202020)

4

W argumencie sinusa jest liczba wieksza od 10" Warto$é sinusa zalezy od tego, jak
ta liczba jest potozona wzgledem wielokrotnosci 7. Zeby to ustali¢, trzeba byloby znaé
liczbe 7 z doktadnoscig do ponad 10%7 cyfr po przecinku. Czy znamy lub kiedy$ pozna-
my liczbe 7 z taka doktadnoscia? Biorac pod uwage, ze liczba czasteczek we wszech$wiecie
jest mniejsza od 10'%°, do zapisania tak doktadnego przyblizenia liczby 7 potrzebowa-
libyémy wiecej niz 10%°7® wszechswiatéw. Tak wiec w/g naszej najlepszej wiedzy drugi
wyraz szeregu jest jakas liczba pomiedzy —1/4 1 1/4.

Wydaje sie wprost nieprawdopodobne, aby wszystkie wyrazy szeregu byly dodatnie!®,
ale trudno wyobrazi¢ sobie dowdd, ze wystepuje w nim cho¢by jeden wyraz ujemny.

Skoro tak malo wiemy o wyrazach tego szeregu, jak mamy rozstrzygnac jego zbiez-
nosc¢?

sin <

Z pomocg przyjdzie nam kryterium zbieznosci bezwzglednej.

Kryteria zbieznosci szeregéw (cz. III).

9. ZBIEZNOSC BEZWZGLEDNA.
o0

(o)
Jezeli Y |a,| <00, to szereg > a, jest zbiezny.

n=1 n=1

Zastosowanie tego kryterium do rozwazanego szeregu kaze nam spojrze¢ na szereg

. 2020 . 2020
~ |sin (n2020 ) 00 ‘sm (n2020 )‘ o q
; => 5 <) — <+oo,
n=1 n n=1 n n=11

ktory jest zbiezny na mocy kryterium poréwnawczego.

168Czyli niekoniecznie o samych wyrazach nieujemnych.
16980 wydaje sie, ze znaki wyrazéw sa kompletnie przypadkowe.
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o0

Podsumowujac: Zalézmy, ze badamy zbiezno$é szeregu »_ a,. Jezeli udowodnimy

n=1
e

(na przyktad przez zastosowanie kryterium poréwnawczego), ze szereg »  |a,| jest zbiez-

n=1
9

ny, to mozemy stad wywnioskowaé, ze szereg > a, jest zbiezny. W takiej sytuacji po-
n=1

oo
wiemy, ze szereg > a, jest bezwzglednie zbiezny, a ponadto zachodzi nieréwnosé!™

n=1

00

> an
n=1

[e%S)
< lan]-
n=1

Uwaga: Naturalne jest pytanie: Czy jesli szereg > |a,| jest rozbiezny, to rozbiezny
n=1

o
musi by¢ takze szereg > a,?
n=1
Zaraz sie przekonamy, ze tak by¢ nie musi — poznamy przyktad szeregu, ktory jest

zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny.
Szereg anharmoniczny, czyli modelowy przykltad szeregu,
ktory jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny.

Szereg anharmoniczny wyglada nastepujaco:
> (—1)H 1 1 1 1 1 1 1
— =l t ot o=t -+
n; n 2 3 4 5 6 7 8
Szereg wartosci bezwzglednych jego wyrazow to szereg harmoniczny, ktory jest roz-
biezny. A dlaczego szereg anharmoniczny jest zbiezny? Sprobujmy przesledzi¢ ciag jego

sum czesciowych (rys. 54 i 55).

+1

rys. 54

170Taka nieréwnoséé tréjkata dla nieskonczenie wielu skladnikéw.
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Startujemy od zera, czyli jakby zerowej sumy czesciowej Sy. Dodajemy pierwszy wy-
raz réwny 1. Potem odejmujemy 1/2 (mniej niz przed chwila dodaliémy). Nastepnie
dodajemy 1/3 (mniej niz przed chwila odjelismy). Nastepnie odejmujemy 1/4 (mniej niz
przed chwila dodali$émy). Nastepnie dodajemy 1/5 (mniej niz przed chwila odjelismy).
I tak dalej. Na przemian dodajemy i odejmujemy liczby, przy czym kazda kolejna ma
mniejszg wartos¢ bezwzgledna niz poprzednia.

Wynika stad, ze sumy czedciowe o parzystych indeksach tworza ciag rosnacy, a sumy
czesciowe o indeksach nieparzystych malejacy!'™:

So <81 <SS <8< S1p<... <89 <87 <S5<855<85].

v

(i
AN—%

rys. bb

Mamy wigc dwa ciagi monotoniczne i ograniczone: (Sap), oy 0raz (Son—1),cn- Ciagi

te sg zbiezne!™, powiedzmy odpowiednio do granic g; i ¢go. Poniewaz jednak
1
S n — S n—1 " )
2 e

otrzymujemy
. : .1
A 520 = i S =l o7
skad g1 =92 —0, czyli g1 = g». Poniewaz cigg sum czesciowych rozbilismy na dwa podciagi
zbiezne do wspolnej granicy, wynika stad, ze jest on zbiezny. A to oznacza, ze zbiezny
jest rozwazany przez nas szereg anharmoniczny.

Jezeli zastanowimy sie, co bylo istotne w tym dowodzie zbieznosci szeregu, to doj-
dziemy do wniosku, ze korzystaliémy z trzech zatozen:
e wyrazy szeregu sg na przemian dodatnie i ujemne,
e kazdy kolejny wyraz jest co do wartosci bezwzglednej mniejszy'™ niz poprzedni,
e wyrazy szeregu dazg do zera.

ITLA przy tym kazda suma czesciowa o indeksie parzystym jest mniejsza od kazdej sumy czeéciowej
o indeksie nieparzystym.

12Pamietamy, ze kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny, prawda?

IT3Wystarczy ”nie wiekszy”.
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To prowadzi nas do kryterium Leibniza zwanego tez kryterium zbieznosci szeregow
naprzemiennych.

Kryteria zbieznosci szeregéw (cz. IV).

10. SZEREGI NAPRZEMIENNE.
Jezeli (a,) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 0, to szereg

o0
> an(=1)"
n=1
jest zbiezny'™.
* x % % * * * * *

A teraz przyktady wykorzystania kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Nalezy pamictac, ze bardzo wazne jest precyzyjne sformulowanie warunkéw tego kryte-
rium, nawet tych, ktérych spelnianie jest oczywiste.

Warunki sa trzy:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — na ogot jest to
oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
To moze by¢ oczywiste, a moze wymagaé pewnego nietrudnego rachunku.

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.

To moze by¢ oczywiste, a moze wymagac rachunkéw na tyle nieoczywistych, ze w tym
wtadnie warunku lezy gtéwna trudnosé zadania.

Czasami moze sie zdarzy¢, ze cigg wartosci bezwzglednych wyrazow szeregu jest nie-
rosnacy dopiero od pewnego miejsca. Jesli powotujemy sie na kryterium Leibniza w wer-
sji, w ktorej zatozenie brzmi ”"ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy”,
to powinnismy odrzuci¢ iles tam poczatkowych wyrazoéw szeregu i powotaé sie na to,
ze odrzucenie poczatkowych wyrazow nie wplywa na zbieznosé, a samo kryterium Leib-
niza zastosowac do szeregu z usunigtymi poczatkowymi wyrazami. Pamietaj: Jezeli ciag
modutéow wyrazow szeregu nie jest nierosnacy od samego poczatku, a Twoje rachunki
tego nie wykryja, to znaczy, ze rozwiazanie jest bledne (nieswiadomy btad rachunkowy
lub $wiadomy blef: przerywamy rachunki w potowie i piszemy, ze wychodzi).

o0

17 Réwnie dobrze mozna podaé tu szereg Zan(—l)”.

n=1
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Przyktad 70:

Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
(—1)"n

n+1)-(n+2)

o0
=
Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

n

3=
=)

nlggo(nﬂ)-(nw) JLOO(H D.(1+2) 11

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé
n n+1
P )
(n+1)-(n+2) " (n+2)-(n+3)
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom
n S n+1 ’
n+1" n+3
n-(n+3)>(n+1)-(n+1),
n*+3n>n*+2n+1,

nz1,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tredci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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Przyktad 71:
Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
> (=)™ (Tn—6)-(Tn+1)
2 (5n—4)-(5n+1)-(5n+6)

n=1

Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium

Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:
_ (Tn—6)-(Tn+1) _ (7T-8)-(74+1)-2
lim = lim = =
n—= (5n—4)-(bn+1)-(bn+6) n—o° (5_é> . (54_%) . <5+%> 5.5.5

n

0.

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze

dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
(Tn—6)-(Tn+1) (Tn+1)-(Tn+8)
(5n—4)-(5n+1)-(5n+6) = (5n+1)-(5n+6)-(5n+11)’

co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom

Tn—6_ Tn+8

5n—47 bn+11"

(Tn—6)-(5n+11) > (Tn+8)- (5n—4),
35n% +77n —30n — 66 > 35n° — 28n+40n — 32,
> 35n%+12n—32,

35n2 +47n— 66
35n. >34,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tredci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza

o szeregach naprzemiennych.

= Wyktad 9 - 125 - Szeregi liczbowe o wyrazach dowolnego znaku



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Zapoznalismy sie z szeregiem anharmonicznym

gEy+_ 1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1,
~ n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 7

ktory jest zbiezny. Mozemy przeorganizowaé jego wyrazy tak, aby bra¢ po dwa wyrazy
dodatnie na przemian z jednym wyrazem ujemnym, nie zmieniajac przy tym wzajemnej
kolejnosci wyrazéw tego samego znaku:
) i1+ 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+3 +5+7 4+9+11 6+13+15 8+17+19 10
W jednej i drugiej wersji tego szeregu wstawmy nawiasy' >:

1 1+1+ 1+1 + 1+1 + 1+1 + 1+1 + 1+1 +
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213
————

+...

=5/6 <0 <0 <0 <0 <0
3 2 5 7 4 9 11 6 13 15 8 17 19 10
BRI . >0 >0

Popatrz uwaznie na powyzsze wzorki i odpowiedz na pytanie:

Czy suma szeregu anharmonicznego jest mniejsza czy wieksza od 5/67

Patrzac na pierwszy szereg, czyli oryginalny szereg anharmoniczny, widzimy pierwsze
trzy wyrazy o sumie 5/6, a nastepujace dalej wyrazy mozna potaczy¢ w pary o ujemnej
sumie. Plynie stad wniosek, ze suma szeregu anharmonicznego jest mniejsza od 5/6.

Z kolei patrzac na drugi szereg, czyli spermutowany szereg anharmoniczny, widzimy
pierwsze trzy wyrazy o sumie 5/6, a nastepujace dalej wyrazy mozna poltaczyé¢ w trojki
o dodatniej sumie. Ptynie stad wniosek, ze suma tego szeregu jest wigksza od 5/6.

Pozornie wyglada to na sprzecznos¢, bo dodajemy te same wyrazy, a otrzymujemy
rozne sumy. Ale przeciez przemiennosé¢ dodawania dotyczy skonczenie wielu sktadnikéw,
a w szeregu sktadnikoéw jest nieskonczenie wiele. By¢ moze nie mozna beztrosko zmieniac¢
kolejnosci wyrazéw szeregu. Te kwestie wyjasnie doglebnie pdzniej, a na razie zajmijmy
sie szeregiem harmonicznym i podana wyzej jego permutacja.

175To nie jest nic podejrzanego, po prostu chce zwrocié uwage na sumy pewnych grupek kolejnych wy-
razéw. Ogdélnie: W szeregu mozna bezkarnie wstawia¢ nawiasy, jesli ciag wyrazéw szeregu dazy do zera,
a w nawiasach jest ograniczona liczba wyrazéw — w tym wypadku w nawiasach sa nie wiecej niz 3 wyra-
zy. Wstawienie nawiasow w szeregu oznacza pominigcie pewnych sum czeéciowych. Jedli dalekie wyrazy
sa male, to pominiete sumy czesciowe mato réznia sie od sum, ktére pozostawiamy, wiec nie wplywa
to na zbieznosé ciagu sum cze$ciowych, czyli na zbieznosé szeregu.
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Przyktad 72:
Zaktadajac, ze

< (<1
nzz:l n =9

obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmonicznego, w ktérej na przemian wystepuja
dwa wyrazy dodatnie i jeden ujemny:
111 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

R R A R R TR A R A AR LA TR T TR TR DR
Wiskazowka: Obliczy¢ sume czeSciows 3n poczatkowych wyrazow i wylaczyé z niej
sume czesciowa szeregu anharmonicznego.
Rozwigzanie:
Sposob I:
Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwa-
zajac tylko co trzecia sume czesciowa. Otrzymujmy176
2n 1 n _1)z+1

=21

+22—1

1=n+1
_1)n+1

Skoro zakladamy, ze » (7 =S, definicja zbieznosci szeregu daje
n=1 n

_1)z+1

JE&Z

Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2z) otrzymujemy!™

i, I N T S f(’ 1/2>:/f(x)dx:
1

s 20—1 noen S (2i-1)/n nmen Sy n
C e ke h2 2
2 2 2 2 2

Ostatecznie
2n (_ 1>Z+1

In2
= (£ 50 £ L) s

=1 zn+1

176 Jedli brak Ci biegloéci w operowaniu sumami zapisanymi przy pomocy Y., zapisz kazda sume wy-
stepujaca w przedstawionych rachunkach ”z kropeczkami”, aby wyobrazi¢ sobie, jakie sktadniki w niej
wystepuja.

2

1 i—1/2

1""Korzystamy tu ze wzoru: lim — Z f (Z/) :/f(:zz)d:r. Wzor ten przedstawia catke po prze-
n—oo N Bl n

dziale [1, 2] jako granice ciagu sum catkowych Riemanna odpowiadajacych podzialowi przedziatu [1, 2]

na n przedzialikéw réwnej diugoéci i wzieciu wartosci funkcji f w srodku kazdego z przedzialikéw po-

dziatu. Jesli ten wzér wyglada dla Ciebie zbyt abstrakcyjnie, wez n =15, wypisz pie¢ skladnikéw sumy

Riemanna Z f < 1/2 ) i zinterpretuj je na rysunku jako pola prostokatéw wystawionych na prze-

dzialikach podz1alu do wysokosci wartosci funkcji w $rodku kazdego przedzialika.
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Odpowiedz:
In2
Suma danego szeregu jest rowna S+ -

A teraz inny sposéb rozwigzania — dosé¢ trudno na niego wpasé, ale przy-

najmniej przesledz, ze to tez dziala. I nie wymaga zadnych calek i sum Rie-
manna.

Sposob 11:

Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwa-
zajac tylko co trzeciad sume czegéciowac Otrzymujmy!'™

Z2—1 lzlz Z2—1 Z4z Zzz— ézllz_é

2n 1 n n 2n 1 2n (_1)i+1
:;21—1_;47 ;42—2 242 _Z4z Zzz— 2_:127+§ 2

_Z 1 iz SV

3 & (=1*t 3.8
co przy n — oo dazy do 22( "

=1 ? 2

Odpowiedz:
3-S

Suma danego szeregu jest rowna ——.

Rozwiazujac zadanie dwoma sposobami otrzymaliSmy dwie odpowiedzi r6znej postaci:

In2 3-S5
S+ n7 oraz 5 Poniewaz obie te liczby musza by¢ rowne, otrzymujemy stad S =In2.

Zapamietaj:
Suma szeregu anharmonicznego jest réwna In2.

Na razie wyglada to na wynik wyciagniety z kapelusza, ale niedtugo poznamy powody,
dla ktérych suma szeregu anharmonicznego jest wtadnie taka.

1"8Bardzo uwaznie sprawdz, ze

1 &1
le+§4i_ =1

[\
Rl B

<

n

i 2_2411
_221

i=1
oraz

i=1
2n

2227

z+1

i=1
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Przyktad 73:
Wiedzac, ze
00 _1)n+1
Z =1n2,
obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmonicznego, w ktérej na przemian wystepuja
trzy wyrazy dodatnie i jeden ujemny:
i1 1r1r 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
173 5 2 7 o a3 51T 619 21 23 825 2720 10
Rozwigzanie:
Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwazajac
tylko co czwartg sume CZQéCiOW@ Otrzymujmy
3n (_1>z+1

S4n:22z _221 Z

Z2—1

=1 =1 i=n+1
< (1)
Skoro wiemy, ze »  ~——— =In2, definicja zbieznosci szeregu daje
n=1 n

_1 i+1
) =In2.

,}LHQOZ

Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2z) otrzymujemy

Jim, i .1 Zliml- i ;zliml- i f(z_1/2>:/f(x)d$:
1

i=n-+1 1—1 nmeen i=n+1 <2Z - 1)/” nmeen i=n+1 n
/3 x 1n|x| ln3 Inl 1n3
J 2 - 2 2 2
Ostatecznie )
2n -1 i+ In 3
lim Sy, = lim (Z (=1) Z ) =In2+
e nmee it i1 2

In3
Odpowiedz: Suma danego szeregu jest rowna In2+ %

A teraz wyczerpujgca odpowiedz na pytanie:

Jak to jest z permutowaniem szeregéw?
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Jak to jest z permutowaniem szeregéw?

Wtagnie wyliczyliémy sume szeregu anharmonicznego oraz dwéch!™ jego permutacii:

o b L L L L h2~o.6931
-t -t -———F -4 - ——+———+—+...=ln2x
2'3 4'5 6 7 89 10 11 1213 ’

PUPLSR S SR NS S SO SN SR SN SO S SR NSNS DR L S
3 2'5'7 49711 6 1315 8 17 19 10 T 2 7
IS FIR IR L N U S U R NS L ST

-4+ -+ -4+t —F+—F+———+—F+—+—+...=In24+—=

1'3'5 2'7°'9711 4 13 15 17 6 19 21 23 2 T
Ll SRR I PR U R
1737777199 27201 203777399 4401 ' 403 7599 6

p by L o0~2,9957

—t—t. At ——F——+. A ————F+—+——+...=In20=

601 ' 603 799 8 ' 801 ' 803 999 10 ' 1001 ' 1003 ’

Kazda z tych czterech permutacji prowadzi do innej sumy. Czyli jest zle. Jak zle?
Ano tak Zle, ze gorzej juz by¢ nie moze. Okazuje sie bowiem, ze mozna z gory zadaé
liczbe rzeczywista, a znajdzie si¢ permutacja szeregu anharmonicznego o sumie réwnej tej
wladnie zadanej liczbie. Chcecie tak spermutowaé szereg anharmoniczny, aby otrzymac
szereg zbiezny o sumie V27 Prosze uprzejmie.

Pokaze, jak stworzy¢ taka permutacje. Przede wszystkim umoéwmy sie, ze nie bedziemy
zmienia¢ wzajemnej kolejnosci wyrazéw dodatnich, jak réwniez zachowamy kolejnosé
wyrazow ujemnych. Czyli tak: wyrazy dodatnie dajemy na jedna kupke:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 7 9 11’ 13 157 17 190 217 23
a wyrazy ujemne na drugg:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
BE AN N T M U AN VAN TN AN M U VA
Konstrukcja permutacji szeregu bedzie polegata na odpowiednim dobieraniu wyrazow
raz z jednej, raz z drugiej kupki. Przy tym odnotujmy, ze kazda z dwéch kupek zawiera
nieskonczenie wiele wyrazéw o nieskoniczonej sumie'®’. Zauwazmy tez, ze uszczuplenie

ktorejkolwiek kupki o skonczenie wiele wyrazow nie narusza tej wtasnosci: nadal bedzie
tam nieskonczenie wiele wyrazow o nieskonczonej sumie.

179 A trzecia podana tu permutacja bedzie na éwiczeniach.

180 A precyzyjniej: w przypadku drugiej kupki suma jest réwna minus nieskoficzonoéci. Ale darujmy
sobie ten minus, aby nie komplikowa¢ sformulowan — chyba rozumiemy, ze jak kupka zawiera same
wyrazy ujemne, to méwienie o ich nieskonczonej sumie jest w gruncie rzeczy uproszonym wyrazaniem
tego, ze ich suma jest minus nieskonczonoscia.

== Wyktad 9 - 130 - Szeregi liczbowe o wyrazach dowolnego znaku



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Naszym celem jest skonstruowanie szeregu o sumie /2~ 1,41421. Startujemy od ze-
rowej sumy czesciowej Sy =0, ktora jest mniejsza od v/2. Wobec tego wybieramy tyle!
wyrazéw dodatnich, aby odpowiednia suma czesciowa przekroczyta /2. Tak sie sktada,
ze taki efekt uzyskamy po uzwglednieniu trzech wyrazéw dodatnich:

1 1
L+ 5+ 5 ~1,53333 > 1,41421.

Teraz dobieramy tyle wyrazéw ujemnych, aby zej$¢ z suma czesciowa ponizej v/2. Okazuje
sie, ze wystarczy wzig¢ jeden wyraz:

1 1 1
14+-+-—>-~1,03333 < 1,41421 .
37572

Nastepnie dobieramy wyrazy dodatnie, aby suma cze$ciowa weszta powyzej v/2:
1 1 1 1 1

1 1
I+4-+-—=+-+-+—+-—-~1,45513>1,41421.
+3+5 2+7+9+11+13 ’ ’

I wyrazami ujemnymi zjezdzamy z suma czesciowa ponizej v/2:
] 11 1 1 1 1 Iy
+§+5_§+?+§+ﬁ+ﬁ_1’v1’20513< 1,41421.
I tak dalej i tak dalej. Jak to wyglada w praktyce mozesz przesledzi¢ na nastepnej stronie,
gdzie wypisane sa kolejne bloki wyrazéw dodatnich/ujemnych oraz skumulowane sumy

czesciowe.

Poniewaz zaréwno wyrazy dodatnie, jak i wyrazy ujemne maja nieskonczone sumy,
zawsze bedziemy mieli do$é¢ ”paliwa”, aby jezdzi¢ z sumag czedciowa w gore i w dot tak
daleko, jak tylko chcemy. A poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, dalekie sumy czescio-
we beda bardzo bliskie v/2, bo nigdy nie odjezdzamy od v/2 dalej niz jest to wymuszone
skwantowaniem naszych ruchow!s2,

Oczywiscie nigdzie nie korzystalem ze szczegdlnych wlasnosci v/2, réwnie dobrze mo-
gltem wziaé¢ jakakolwiek inng liczbe rzeczywista.

Morat z tego jest taki, jak wczesniej zapowiedziatem: Permutujac wyrazy szeregu an-
harmonicznego mozemy uzyska¢ szereg zbiezny o dowolnie zadanej sumie. Czy naprawde
jest az tak zle? Alez skad, jest jeszcze gorzej. Poniewaz mamy do$¢ paliwa, aby z su-
mami czesciowymi jezdzi¢ w te i we wte, mozemy zrealizowa¢ takze inne scenariusze
manipulowania sumami czeSciowymi poprzez odpowiednie dozowanie wyrazéw dodat-
nich /ujemnych:

e Jedziemy w gore powyzej 1, robimy kroczek w doét, jedziemy w gore powyzej 2, kro-
czek w dot, w gore powyzej 3 i tak dalej. Dostajemy szereg rozbiezny do nieskonczono$ci.

e Jedziemy w gore powyzej w, w dot ponizej e, w gore powyzej m, w dot ponizej e,
w gore powyzej m, w dot ponizej e i tak dalej. Dostajemy szereg rozbiezny, ktérego sumy
czesciowe oscyluja miedzy e i .

e Trzeci scenariusz na stronie 128.

81Ty i wszedzie dalej wybieramy mozliwie najmniej wyrazéw — wybieranie wyrazéw dodatnich prze-
rywamy po pierwszym wyrazie, ktéry spowoduje przekroczenie v/2.
182Nasze ruchy sa skwantowane, bo dodajemy od razu cale wyrazy szeregu.
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1+5+1~1,53333
—%%1,03333

1,1, 1 1~
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—i%1,20513

1 1 1 ~
+ist it et ~~ 1,43087
—= =~ 1,26421

1 1 1 ~
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1 1 1 1~
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~ 1,41893
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~ 1,41731
~ 1,39231
~ 1,41584
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~ 1,41451
~ 1,39178
~ 1,41852
~ 1,39679
~ 1,41720
~ 1,39636
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~ 1,39597
~ 1,41484
~ 1,39561
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~ 1,39842
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~ 1,40143
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~ 1,41445
~ 1,40017
~ 1,41701
~ 1,40312
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e Jedziemy w goére powyzej 1, w doét ponizej —2, w gore powyzej 3, w dot ponizej
—4, w gore powyzej 5, w dot ponizej —6 i tak dalej. Dostajemy szereg rozbiezny, ktérego
sumy czesciowe wariujg miedzy —oo i +00 — cigg sum czesciowych jest nieograniczony
z dotu i nieograniczony z gory.

Whiosek: Permutujac wyrazy szeregu anharmonicznego mozemy uzyskac szereg zbie-
zny o dowolnie zadanej sumie albo szereg rozbiezny, przy czym ta rozbiezno$é¢ moze miec
praktycznie dowolny charakter.

Whiosek 2: Nigdzie nie korzystaliSmy z tego, ze szereg jest akurat szeregiem an-
harmonicznym. Istotnie byto to, ze wyrazy dodatnie maja niekonczong sume i wyrazy
ujemne maja nieskonczong sume.

Teraz kilka definicji (starych i nowych):

Szereg zbiezny bezwzglednie: Szereg Y a, jest bezwzglednie zbiezny, jesli szereg

n=1
> |an| jest zbiezny.
n=1
Szereg zbiezny wzglednie'®®: Szereg > a, jest wzglednie zbiezny, jesli jest on
n=1
zbiezny, ale szereg Y |a,| jest rozbiezny.
n=1

Szereg zbiezny bezwarunkowo: Szereg > a, jest bezwarunkowo zbiezny, jesli jest

n=1
zbiezny i kazda jego permutacja jest szeregiem zbieznym majgcym te samg sume co on.

(0.9)
Szereg zbiezny warunkowo: Szereg Y | a, jest warunkowo zbiezny, jesli jest zbiezny,
n=1
ale nie kazda jego permutacja jest szeregiem zbieznym majacym te samg sume co on.

Okazuje sie, ze w zakresie szeregow liczbowych zbiezno$¢ bezwzgledna jest réwnowaz-
na zbieznosci bezwarunkowej, a wiec w konsekwencji zbieznos¢ wzgledna jest rownowazna
zbieznosci warunkowej.

Innymi stowy: Jesli szereg jest zbiezny bezwzglednie, to mozemy beztrosko
zmienia¢ kolejnos$¢ jego wyrazow, a on pozostanie zbiezny i jego suma sie nie
zmieni.

Jesli natomiast szereg jest zbiezny, ale nie bezwzglednie, to permutujac
jego wyrazy mozemy uzyskaé szereg zbiezny o dowolnej sumie albo szereg
rozbiezny'®4.

183U zywam tu okredlenia ”wzglednej zbieznosci”, bo pozwala ono na zgrabne sformutowanie tej defini-
cji, ale nie jest to nazwa szeroko stosowana. Mniej watpliwosci budzi troche toporne, ale lepiej zrozumiale
okreslenie ”szereg zbiezny, ale nie bezwzglednie”.

184 Jest to twierdzenie Riemanna o szeregach warunkowo zbieznych.
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[ w zasadzie na tym mozna bytoby zakonczy¢, ale pojawia sie naturalne pytanie: skoro
zbieznosé bezwzgledna to jest to samo, co zbieznos¢ bezwarunkowa, a zbieznosé wzgled-
na jest tym samym, co zbiezno$¢ warunkowa, to w imie jakiej szczytnej idei funkcjonuje
tu podwdjne nazewnictwo? I tak w praktyce wybieramy formy zgrabniejsze: szereg zbiez-
ny bezwzglednie oraz szereg zbiezny warunkowo.

Pamietacie z pierwszego semestru warunek Cauchy’ego zbieznosci ciggu? Warunek
ten jest rownowazny zbieznosci ciggu, ale...

No wtasnie, jest tu jakies "ale”. Gdyby rozwazaé zbieznos$¢ ciggéw i warunek Cau-
chy’ego w bardziej abstrakcyjnych przestrzeniach!®®, to okazaloby sie, ze kazdy ciag zbiez-
ny jest ciggiem Cauchy’ego'®®, ale w drugg strone to juz réznie bywa. Jako przyktad po-
datem Wam $wiat liczb wymiernych, gdzie warunek Cauchy’ego nie wymusza zbieznosci,
bo np. ciag liczb wymiernych zbiezny do v/2 spetnia w tym $wiecie warunek Cauchy’ego,
ale nie jest zbiezny, bo nie ma w $wiecie liczb wymiernych liczby, ktéra bytaby jego
granicg. Z tym wigze sic wlasnosé przestrzeni metrycznych zwana zupetoscig!®’.

Podobnie rzecz sie ma z wymienionymi wyzej rodzajami zbieznosci. Mozna powie-
dzie¢ tak: W kazdej sytuacji szereg zbiezny bezwzglednie jest bezwarunkowo zbiezny.
Ale w druga strone to juz réznie bywa, jesli wejdziemy w bardziej abstrakcyjne teorie
matematyczne.

Wyobrazcie sobie nieskonczenie wymiarows przestrzen euklidesowa!'®®. Myélcie o ta-
kiej przestrzeni euklidesowej, gdzie jest nieskonczenie wiele osi, a kazdy wektor ma nie-
skonczenie wiele wspotrzednych. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze dtugosé wektora
to pierwiastek z sumy kwadratow jego wspotrzednych, a poniewaz chcemy, aby dtugosci
wektoréw, czy tez odlegto$ci miedzy punktami byty skonczone, wymagamy skoniczonosci

sumy kwadratéw wspotrzednych. -

W tejze przestrzeni mamy szereg > —, gdzie e, jest wersorem n-tej osi'®?.

n=1

Odpowiednikiem szeregu wartosci bezwzglednych wyrazoéw jest szereg dtugosci wek-

toréw bedacych jego wyrazami. Poniewaz wektor — ma dlugosé —, szereg dtugosci'®’
n
wektoréw-wyrazow szeregu jest szeregiem harmonicznym, a wiec rozbieznym. Tak wiec

o0
e
szereg Y — uchodzi za szereg zbiezny, ale nie bezwzglednie. Tymczasem jest on zbiezny

n=1
bezwarunkowo, bo jego wyrazy mozna beztrosko permutowac i zawsze dostaniemy szereg
11111
zbiezny o sumie bedacej wektorem <1, 2315 ) A to dlatego, ze kazdy wyraz

tego szeregu zyje na innej wspotrzednej i nie wchodzi w droge innym wyrazom.

185K onkretnie chodzi tu o przestrzenie metryczne.

186(Czyli spetniajacym warunek Cauchy’ego.

1877, definicji: przestrzen metryczna jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag Cauchy’ego jest
zbiezny.

188 Jest to, méwiac w uproszczeniu, przestrzen Hilberta.

189Czyli wektorem jednostkowym w kierunku tej osi — ma on n-ta wspélrzedna réwna 1, a pozostale
wspdlrzedne zerowe.

190Fachowo nazywa sie to norma wektora.
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