Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Calki niewlasciwe

Ile jest rowne pole kwadratu o boku 17 Chyba to nie jest wystarczajaco powazne
pytanie. To moze to pole kwadratu obliczmy przy uzyciu catki. Powiedzmy z funkcji
statej réwnej 1 na przedziale [0, 1], czyli

1
Ofldx.

Nadal malo powazne? No to moze wykonajmy jakie§ podstawienie, na przyktad = =+/t,

dt
- Otrzymujemy catke!®°

5

dt
O/M:\/Etozﬂ—fozl.

Wyszto, ze pole kwadratu jest réwne 1. Uffff... Zgadza sie. Jest dobrze.

co da formalny wzér dx =

1

To wobec tego dwa pytania:
1° Skoro to jest dobrze, to dlaczego to jest zle?

2° Skoro to jest zle, to dlaczego jednak jest dobrze?

1
dt
Bardzo fajnie si¢ bezmyglnie liczyto catke / 2—\/%, ale zgodnie z naszymi dotychcza-
0

sowymi umowami, ta catka nie ma sensu. Umoéwiliémy sie bowiem, ze catkujemy tylko
funkcje ograniczone, gdyz tylko takie funkcje prowadzg do figur ograniczonych.

130pamietatem o zmianie granic calkowania. Naprawde !!!
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Tymczasem podstawienie, ktore wykonaliémy, dosy¢ mocno zdeformowato kwadra-
towy obszar pod wykresem funkcji (rys. 45). Z prawej strony kwadrat byt rozciagany
w poziomie, wiec dla zachowania pola zapadt si¢ w pionie — przy prawym brzegu prawie
dwukrotnie. Z kolei blisko lewego brzegu deformacja w poziomie powodowata niemitosier-
ne $ciskanie obszaru, przez co dla zachowania pola wypietrzyt sie on do nieskonczonosci
(rys. 46). W zasadzie wydaje sie, ze przy tej deformacji pole powinno si¢ zachowaé!3!,
ale czym jest pole nieograniczonej figury, takiej jak na rysunku 467

Przy definicji pola umieszczalismy figury w wielokatach, a figury nieograniczonej nie
da sie¢ w umiedcié¢ wielokgcie®2.

A

) )

xz

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

rys. 45 rys. 46

131Pionowe kreski powinny ulatwié przesledzenie jak jest deformowany kwadrat.
132K to by pomyélal, ze prosciutkie podstawienie w proéciutkiej catce doprowadzi do takich ktopotéw...
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Ot6z pole figury nieograniczonej definiuje si¢ nastepujaco:
Obcinamy figure do coraz wigkszych ko133 (rys. 47 i 48). Jezeli te przekroje maja polal®?,
to jest sens méwi¢ o polu figury i jest ono granica'®® pél przekrojéw figury z koltami
o ustalonym srodku i promieniu dgzacym do nieskonczonosci.

Jest w sumie obojetne, czy bedziemy rozwazaé przeciecia figury z kotami, czy z siedem-

nastokgtami foremnymi, czy tez bedziemy jg okrawaé¢ w inny sposéb, byle odpowiedni!3®.

rys. 47 rys. 48

133 A doktadniej: rozwazamy przekroje figury z tymi kotami.

134Czyli sa mierzalne.

135Moze to byé granica niewladciwa +oo. Wéwezas powiemy, ze figura ma nieskonczone pole.
136Nie bede przecyzowal, co stowo ”odpowiedni” tu znaczy.
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PozbadZzmy si¢ wypietrzenia obszaru koto zera poprzez odciecie waziutkiego piono-
wego paskal3” przy lewym brzegu (rys. 49 i 50). Jedli pasek ten ma szeroko$é ¢, to pole
okrojonego obszaru jest roéwne

1

/dt:\/g

s —1-+5,
/3y Ve

t=¢

co dazy do 1 przy € — 0.

rys. 49 rys. 50

13"Moze wygladaé¢ dziwnie, ze akurat tak okrawamy obszar, ale zalezy nam na tym, aby pole okrojonego
obszaru dalo sie liczy¢ przy pomocy calki.
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To byt wstep do pojecia catki niewtasciwej. Czym wiasciwie jest catka niewtasciwa,
opowiem Wam za chwile.

A na razie powinniscie zapamietaé tyle:

Mozna myéle¢ o catce

b

[ f@)de,
gdzie f:(a, ) — R jest ciggta'®. Funkcja f moze mie¢ w poblizu a jaka$ osobliwos¢,
na przyktad moze dazy¢ do nieskonczonosci albo szalenczo oscylowaé. Na pewno istnieja
catki

| f@)da.

a+e

gdzie ¢ jest dodatnie i nie za duze'®®. Wéwczas definiujemy

e—0t

/bf(a:)dx: lim /bf(x)dx

Oczywiscie, jak to z granicg bywa, moze istnie¢ albo nie.

e Jesli ta granica istnieje i jest liczbg skonczona, to powiemy, ze catka niewtasciwa
b

/ f(z) dx jest zbiezna i przypiszemy jej otrzymang wartosé¢ liczbowa.
. Jesli ta grar;ica istnieje jako granica niewlasciwa +o0o albo —oo, to powiemy, ze caltka
niewtasciwa / | f(z)dz jest rozbiezna i przypiszemy jej otrzymana warto$é +oo.
o Jedli ta gbra(,lnica nie istnieje nawet jako granica niewtasciwa, to powiemy, ze caltka nie-
wlasciwa / f(z) dx jest rozbiezna i nie przypiszemy jej zadnej wartosci.

a

Nie trzeba si¢ bawi¢ ze zmiang granicy catkowania. Rozwazana przez nas calke nie-
wtasciwg mozna oblicza¢ tak:

1 1

dt
KL
|20

Pamictajmy, ze catka ma osobliwos¢ w dolnej granicy catkowania. Liczac przyrost
funkcji pierwotnej, mozemy napisa¢ w dolnej granicy ¢t =0, ale w kontekscie osobliwosci
funkcji podcatkowej nie oznacza to podstawienia t =0 do funkcji pierwotnej, ale wziecie
prawostronnej granicy funkcji pierwotnej w zerze.

=V1-— 11%\/2:1—0:1.

t=0

138Uwaga: przedzial otwarty z lewej strony.
139Bo nie chcemy, aby a+¢ > b.
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Po tym wstepie czas na nieco doktadniejsze wyjasnienie, czym sa calki niewlasciwe
i jak sie je oblicza. Na razie zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy funkcja podcatkowa jest
ciggta wewnatrz przedziatu catkowania.

W tej chwili nie bedziemy sie jeszcze zajmowaé¢ badaniem zbieznosci calek niewtasci-
wych w oparciu o inne kryteria niz bezposrednie usitowanie wyliczenia wartosci.

Catka niewtasciwg jest catka

b
| fw)dz,

gdzie funkcja f jest ciagla na przedziale (a, b), ale sama catka w co najmniej jednym koncu
przedzialu catkowania ma osobliwos¢é. Osobliwosé catki moze by¢ osobliwoscig funkcji f,
ale moze tez by¢ zwiazana z przedzialem catkowania, gdyz dopuszczamy a = —oo oraz
b= 4o0.

Jesli F jest funkcjg pierwotng funkcji f, to'4°

= lim F(z)— lim F(x).

z—b— z—at

[ f(@)du=F()

Przy tym calka jest rozbiezna, jedli co najmniej jedna z powyzszych granic nie istnieje'*!.
A teraz kilka przyktadow.

Przyktad 59:
Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwej

70 dx
RGeS
Rozwigzanie:
Wykonujemy catkowanie:
70 du =arctgx ) = lim arctg z — lim arct x—z—j—w
S $2—|—1_ & e & 2500 g 9 5 — T

Przyklad 60:

oo
Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwej / lub wykazaé, ze catka ta jest rozbiezna.
0

dz
VIV
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie t =+/z, czyli =t przy zalozeniu t > 0, skad dostajemy
formalny wzér dx =2t dt. Przy tym podstawieniu przedziatowi caltkowania x € (0, co)
odpowiada przedziat t € (0, c0).

HOW przypadku, gdy a = —oo lub b= +0o nie piszemy znakéw granic jednostronnych. A ponadto
w przypadku a = —oco mozemy dolng granice przyrostu zapisaé¢ jako —oo, jesli razi nas r = —o0.
141To znaczy, ze nie jest liczba skofczona.
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Otrzymujemy:

=2-arctgt

T d 2t dt Todt
0/\/9_:+x@:/t+t3:2'0/1+t2

0

t=0
:2-<tlim arctgt)—2-arctg0:2-g—027r.

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartosc .

Przyktlad 61:

o
dx
Obliczy¢ wartos¢ catki niewtadciwej / 21 lub wykazac, ze caltka ta jest rozbiezna.
x R
3

Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
I 1 A n B
2—1 (v—1)-(z+1) 2—-1 z+1’°
1=A-(z+1)+B-(z—1),
l=Az+A+Bx—B,
0 = A+B
1 = A-B
Bez trudu otrzymujemy A=1/21 B=—1/2.
Wobec tego
Tode T2 1)2 171 1 njz—1] Inlz+1]] "
/233 :/ /2 1] dx:f./ 3 gp— Bz Infe+1[1
5 T —1 5 z—1 z+1 2 5 r—1 z+1 2 2 s
. (In]Jz—1] Injz+1| 2 Ind (1 . r—1\ —In2+2-In2
= lim — ——+—=|—--limIn + =
T—00 2 2 2 2 2 =00 41 2
1 .ox—1 In2 1 In2 In2
=(=-Inlim +—=—Inl+ —=—.
2 aooogp41] 2 2 2 2

In2
Odpowiedz: Podana caltka niewlasciwa jest zbiezna i ma warto$é -

Uwaga: Catki

1 1
/ dzx, / dx
r—1 r+1
sg rozbiezne, a granice
. Injz—1] . Injz+1|
g = i

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwiazaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci 0o — 0o.
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Odpowiednie poradzenie sobie z przejSciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zosta¢ uznane za rozwigzane.

Przyktlad 62:

oo
Obliczy¢ wartosé catki niewtadciwej / dx lub wykazac, ze calka ta jest rozbiezna.
2

xt—1
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
x x A B Cx+D

A1 D@t D@+ a—1 o+l 241
r=A-(z+1)- (2> +1)+B-(z—1)- (®+1) + (Cx+ D) - (2 —1) ,
r=Ar*+ Az* + Az + A+ Ba? — Ba*+ Bx— B+Cx®*—Cx+Da*— D,

0 = A+B+C
0 = A-B+D
1 = A+B-C
0 = A-B-D
Konfrontacja rownan drugiego i czwartego daje D=0, natomiast odjecie stronami réwnan

pierwszego i trzeciego prowadzi do C'= —1/2. Uwzglednienie tych wartosci pozostawia
rOwnania

Y

1/2 = A+B
0 = A-B

Stad tatwo otrzymujemy A= B=1/4.
Wobec tego

T T4 4 /2 1T 1 20
/ dx—/ + dm_4'2/x—1+x dr =

) -1 Jr—1 z+1 22+1 +1 a?2+1
_1n|a7—1|+ln|:p+1| In(z?+1) =
4 4 4
=2
_(1_ <ln|$—1|+ln|$+1| ln(x2+1)>) Inl ln3+ln5_
“les\ g 1 1 T
. (a:—l)-(x+1)> In5 —1In3
— (2. lim1 —
(4 ae T g2 Ty
—(1-111 lim (x—l)-(x+1)>+ln5—ln3_1.ln1+ln5—ln3_1n5—ln3'
4  w—00 x2+1 4 4 4 4
.1 : e L ,, In5—1n3
Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa jest zbiezna i ma wartosé —
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Uwaga: Calki

71 71 T2
/ dx, /7dx, / v dx
r—1 r+1 x2+1
2 2 2
sg rozbiezne, a granice
Injlx—1 | 1 In(z?+1
Jim n|~”C4| Jim n|~T4+| Jig 2T FD)

sg nieskonczone, nie moga sie¢ wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci co — oo.

Odpowiednie poradzenie sobie z przejSciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zosta¢ uznane za rozwigzane.

Uwaga 2: Prostsze rachunki otrzymamy wykonujac podstawienie ¢ = x2.

Przyklad 63:
=95
3

o
Obliczy¢ wartosé calki niewlasciwej / dx i po uproszczeniu wyniku okresli¢, czy
2

x3—x

wartosé ta jest wicksza czy mniejsza od 0.
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze

P —r=(r—1)z-(x+1).

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
r—>5 A B C

(x—1)-z-(x+1) x—1+;+r—|—l7
r—=b=Ax-(z+1)+B-(x—1)-(z4+1)+C-(z—1)-z.

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspotczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzaé ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za x wartosci 0, 1 i —1 otrzymujac odpowiednio

dlaz=1 —4=2A, skad A=-2,
dla z=0 —5=-8, skad B=5,
dla r=-1 —6=2C, skad C=-3.
Wobec tego
F a5 ¥ 2 5 3 -
/l; dx:/— +————dr=—-2-In|Jx—1|+5-In|z| -3 -In|x+1| =
xo =T ) r—1 =z xz+1 -
:<xli_)nolo(—2-ln|x—1|—|—5-ln|x|—3-1n|x—|—1|))+2-1n1—5-1n2—|—3-1n3:
(1' 1 - )+1 ) <1‘ o >+1 27
= lim In n— =In|( lim n— =
w0 (—1)2- (2 +1)° 32 2200 (z—1)2- (24 1)3 32
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1 27 27 27
=In| lim 5 3| +Inz=Inl+In_—~=In_—-<Inl=0.
T0e0 (1_9 .<1+i> 32 32 32

27
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé ln3—2 <0.

o0

1 71 71
Uwaga: Catki / dz, / —dz, / dx sa rozbiezne, a granice
3 z—1 5 T ) r+1

lim Infz—1], lim Infz|, lim Infz+1]

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 0o.

Calki niewlasciwe — badanie zbieznosci

A teraz zajmiemy sie badaniem zbieznosci calek niewlasciwych, w ktérych funkcja
podcatkowa jest nieujemna. Taka catka jest geometrycznym polem pewnej figury, na
og6t nieograniczonej. Zbieznos¢ takiej catki jest réwnoznaczna ze skonczonoscia takiego
pola. A sama caltka zawsze albo ma warto$¢ skonczong, albo jest rozbiezna do +oc.

Do tego celu postuzg nam dwa elementy:

e kryterium poréwnawcze,
e rodzina calek o znanej zbieznoéci, do ktérej bedziemy poréwnywaé!?? badang catke.

Najpierw kryterium poréwnawcze. Nie méwi ono nic wiecej niz to, ze wieksze od du-
zego jest duze, a mniejsze od maltego jest mate.

A konkretnie: zatézmy, ze —oco<a<b<+o0, funkcje f,g:(a,b)—R sa ciagle, a ponadto
dla kazdego z € (a, b) zachodza nier6wnosci

0<f(z) <glz).

b b
Jezeli catka / f(z) dx jest rozbiezna, to calka / g(x) dzx tez jest rozbiezna.

b b
Jezeli catka /g(x) dx jest zbiezna, to calka /f($) dx tez jest zbiezna.

Obie powyzsze implikacje sg réwnowazne'*®, wicc po co dwa razy powtarzaé¢ to sa-

mo? Po prostu wygodnie jest pamieta¢ obydwie wersje i korzystac z tej, ktora jest nam
aktualnie potrzebna.

Dla catek niewtasciwych o nieujemnej funkcji podcatkowej nie musimy stowami wypo-
wiadac faktu ich zbieznosci badz rozbieznosci. Wystarczy napisaé catke oraz oo i postawic
miedzy nimi znak réwnosci lub ostra nieréwnosc.

142Przez odpowiednie szacowanie.
143K azda jest transpozycja drugiej.
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W praktyce stosowanie kryterium poréwnawczego sprowadza sie do szacowan, ktore
zapisujemy w ciggu nieréwnosci tak:

b b
/f(x) dr < ... tuleca jakie$ szacowania ... < /g(x) dr < oo M

albo tak:

b b
/g(x) dr > ... tu leca jakie$ szacowania ... > /f(x) dx = oo. W9

Do tego wszystkiego potrzebujemy wzorcowych catek, ktérych zbieznosé sobie raz
rozstrzygniemy bezpo$rednim catkowaniem, i do ktérych bedziemy poréwnywaé inne
catki.

Nie bede sie silit na wielkie ogodlnosci, z ktérych niewiele wynika. Dlatego przed-
stawiona rodzina catek bedzie mozliwie prosta, ale wystarczajaca, aby zaobserwowaé
najciekawsze zjawiska.

Oto nasze wzorce: )
o0
/ dz dz
— oraz -
4
0

Wyliczamy bezposrednio'46

1 1

1 -
O/ijzo/x_pdx: f_;

Natomiast dla p=1 otrzymujemy
1

/dxlenx
1 0

d
Whniosek: Catka / —i jest zbiezna dla p <1 i rozbiezna dla p > 1.
x
0

1 P {1/(1—p) dla p<1

:1—p_mli%l+1—p: +00 dla p>1

=0

=— lim Inz =+00.
z—0t

=0

b
147 formutujemy wniosek: calka /f(z) dx jest zbiezna.

a
b

15T formultujemy wniosek: calka /g(ac) dx jest rozbiezna.
a

146Pryy zalozeniu p# 1.
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Podobnie postepujemy z druga calka:

Td 7 1-p | 1-p 1 B B
/i:: m_pdx:x :hmx _:{ 1/(1—-p) dla p>1
1 P 1 1—p o maool—p 1—p —+00 dla p<1
Dla p=1 otrzymujemy
ood oo
ar =Inz = lim lnz =+4+00.
s T—00
1 x=1

7d
Whiosek: Catka / —f jest zbiezna dla p>1 i rozbiezna dla p < 1.
x
1

Td
Whiosek: Caltka / —f jest rozbiezna dla kazdego p. Jednak jezeli p# 1, to niecatko-
x

0
walna osobliwos¢ jest tylko w jednym koricu przedziatu catkowania.

Przyklad 64:
S e e, .. .. . T a"dx
Udowodni¢ zbiezno$¢ catki niewlasciwe;j / -
5t
Rozwigzanie:
Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

70:15”(1:10 _/1 x™dx +7° x™dx

J a:'5+:z:4_0 ot ab+at

Wykazemy, ze kazda z dwoch catek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.
W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcalkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/x”dx o ™ dx /1 dx -t
= 00
x5+ x4 \0 0-+az? " xd=m ’
bo 4—7m < 1.
Podobnie
/ ™ dx 70x“dx dx -t
_ 00,
2o +at 2?40 x5
bo 5—7m > 1.
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Przyklad 65:
Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwe;j:

/ xdx
w4 2|z +1

—0o0
Rozwigzanie:
Caltka jest réwna zero jako caltka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym
wzgledem zera.

Przyktlad 66:
Obliczy¢ wartosé¢ catki niewtasciwe;j:

/ T dx
22 4 2022 |$|+1 ’

Rozwigzanie:
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, catka jest rowna zero jako catka z funkcji nie-
parzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera.

A wtasnie, ze NIE !!!!!

Catka niewtasciwa z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera:

e Moze by¢ zbiezna (jak w pierwszym z powyzszych przyktadéw) i wtedy istotnie ma
wartos¢ zero.

e Ale moze by¢ rozbiezna (jak w drugim z powyzszych przyktadéw) i wtedy przypi-
sywanie jej jakiejkolwiek wartosci nie ma sensu.
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