Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Catkowanie przez czeSci w calce oznaczonej

A teraz wyjasnimy sobie, jak w calce oznaczonej catkowacé przez czesci. Kto$ powie:
A co tu wyjasnia¢? Przeciez jak umiemy oblicza¢ catki nieoznaczone i mamy prosty
wzér wyrazajacy catke oznaczona jako przyrost funkcji pierwotnej, to czego nam wiecej
trzeba? Ano popatrzmy na taki przyktad:

Przyktlad 47:
2
Obliczy¢ catke / 23 ¢% da.
1

Rozwigzanie:
Aby obliczy¢ te calke, trzeba trzykrotnie catkowaé przez czesci. Na boku®® obliczymy
catke nieoznaczong, a potem wykorzystamy otrzymang funkcje pierwotng do obliczenia
calki oznaczonej:

/:L’3-exdx:
:x3-ex—3-/x2-exdaf:
::L‘3~e"’“"—3-:L‘2~e’”—|—6-/x'ezd:v:
:x?’-ez—3-x2-em+6-x-6x—6-/e””dx:

=23.e" =322 +6-2-¢*—6-¢*+C.
Wobec tego:

2
/$3~6xd$:( 3-ex—3-$2-ex+6-x-ex—6-e“”)
1
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Wyszto, ale wida¢ w tym pewne niedogodnosci. Po pierwsze, trzeba oblicza¢ catke
nieoznaczona na boku. Po drugie, liczac te catke, przy kolejnych catkowaniach przez czesci
trzeba pracowicie przepisywac kawatek funkcji pierwotnej, ktorego doktadna postac i tak
nam nie jest do niczego potrzebna, bo interesuje nas tylko jej przyrost.

Mozna jednym ciggiem przeprowadzi¢ rachunek z catkowaniem przez cze$ci w wersji
dla catki oznaczonej, obliczajac na biezaco przyrosty fragmentéw funkeji pierwotnej po-
jawiajacych sie w trakcie kolejnych catkowan przez czesci. Wowczas rozwazany przyktad
mozna rozwiaza¢ nastepujaco:
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88 Akurat w tym wypadku “na boku” oznacza ”ponizej”.
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Przyklad 48:
Obliczy¢ catke / sinx-e” dx.
0

Rozwigzanie:
Sama strategia catkowania jest taka sama jak w calce nieoznaczonej. Tutaj strategia mo-
wi: Scatkuj dwukrotnie przez czesci, wrécisz do wyjsciowej catki, ale ze wspdtczynnikiem
innym niz 1, ut6z i rozwiaz powstate w ten sposob réwnanie. No to catkujemy roznicz-
kujac sinusa, a catkujac e”. Pamietajmy przy tym, ze szukana catka w tym wypadku jest
liczba, oznaczmy ja przez I. Otrzymujemy

s ™

s ™ ™
I:/sinm-exdx:sinx-ex —/Cosx-eidx:—cosx-ea: —/Sinx-ex de=e"+1-1,
N— ———
=0 = e™+1 =1
co prowadzi do réwnania
I=e"4+1-1,
a to daje
e"+1
1= .
2
Wobec tego

s T 1
/sinx-exda::e + .
J 2

Przyktad 49:

v3
Obliczy¢ warto$¢ calki oznaczonej / arctg x dr. Pamigta¢ o uproszczeniu wyniku.
0
Rozwigzanie:
Dopisujemy czynnik 1 i catkujemy przez czesci:
V3 V3 vEoovE
/arctga:dx:/1-arctgxda:::p-arctga7 —/x- dx =
0 0 =0 0 z?+1

V3
In(z%+1)

= 3-arctg\/§—0-arctg0— 5

T In4 Inl T
_\/5'3_(2_2)_\/5_1]&2'

T
Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest rowna —= —In2.

V3
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Caltkowanie przez podstawienie w calce oznaczonej

Zaczniemy od nastepujacego przyktadu:

Przyklad 50

OthZyC Calk@ /m
T

Nasza dotychczasowa wiedza pozwala na przyjecie nastepujacej strategii:
e Obliczymy na boku catke nieoznaczona, a nastepnie wyliczymy przyrost funkcji pier-
wotnej.
e W celu obliczenia catki nieoznaczonej najpierw wykonamy podstawienie, aby w troj-
mianie kwadratowym w mianowniku funkcji podcatkowej pozby¢ sie sktadnika liniowe-
go 2.
e Potem wykonamy drugie podstawienie, aby wyraz wolny w mianowniku stat sie réw-
ny 1.
e Obliczymy catke w trzeciej zmiennej, to bedzie pewnie jaki$ arcus tangens.
e Wrocimy z wynikiem do drugiej zmiennej.
e Wrocimy z wynikiem do pierwszej zmienne;j.
e Obliczymy przyrost funkcji pierwotnej na przedziale catkowania.

No to do roboty:

dx dx .
/x2+2w+5: $+1>2+4: Podstawienie: y=x+1, r=y—1, dr=dy
d
= / y2 = Podstawienie: t= y, y=2t, dy=2dt
Yy 214 ) (%) +4 2
2dt 1 r+1
_/4t2—|—4 5 /t2 arctg t+C—— arctg2+C’—— arcth—i—C’.
Skoro obliczyliSmy juz calke nieoznaczong, to obliczenie oznaczonej jest prosciutkie:
1
Foodr 1 z+1 1 1+1 1 —1+1 1 1
/ —————=—-arctg =—-arctg ——— < -arctg =_-arctg 1——-arctg 0=
8 +2x+5 2 2 . 2 2 2 2 2 2
S S
274 27

Wyszto, ale superwygodna metoda zapisu to to nie jest. O wiele krocej bedzie wyko-
nywaé¢ podstawienie w calce oznaczonej.

A jaki jest wzor/procedura wykonywania takiego podstawienia? Wzor jest jeden, ale
ma on dwa oblicza. Zaczniemy od oblicza bezmyslnie formalistycznego. W tym celu
opiszmy ogoélng sytuacje pojedynczego catkowania przez podstawienie.

Przypomnijmy, ze w catce nieoznaczonej catkowanie przez podstawienie bierze si¢ ze
wzoru na pochodna ztozenia funkcji:

CZCF(g(x)) =F'(g(v))-¢' () = f(g(x)) g (), przyjmujemy f = F’

== Wuyktad 5 - 50 - Calkowanie przez czeSci i przez podstawienie w calce oznaczonej



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

ktory mozna przepisaé¢ jako

[ Flg(@))-¢'(x) dz = F(g(x)+C.

Samo podstawienie zapisujemy Jako y=g(z) z formalnym wzorem dy=g¢'(x)dz i w kon-
sekwencji sprowadzamy catkowanie do znalezienia funkcji pierwotnej funkcji f. W przy-
jetym zapisie podstawienie i powrdt do starej zmiennej wygladaja tak:

[ Flg@))-g'(x) dz= [ F(y)dy=F(y)+C = F(g(x))+C.

Gdybys$my chcieli obliczy¢ odpowiednig catke oznaczona, to wygladatoby to mniej

wiecej tak:

| Flg(@))-g (@) dx = F(g(x))

Zauwazmy, ze wynik jakiego oczekujemy, jest przyrostem funkcji F' od g(a) do g(b). Ten
sam efekt uzyskamy wykonujac obliczenia na catkach oznaczonych, jednak przy podsta-
wieniu musimy odpowiednio zmieni¢ granice catkowania. Catka po x, ktore zmienia sie
w przedziale od a do b, zamieni sie na catke po y zmieniajacym sie w przedziale®® od
g(a) do g(b).

W rozwazanym przyktadzie podstawienie w catce oznaczonej bedzie wyglada¢ naste-
pujaco:

1 1
_/1x2+2:v+5:_/1 (a:—1—1)2—|—4: Podstawienie: y=x+1, r=y—1, dex=dy
2 2
d d
:/ 21/4:/ ?/2 = Podstawienie: t:%, y:2t, dy:2dt
o0 VT4 () +4
1
2dt 1 1 1 1 1 T
_/4t2+4 2 /t2 arCtgtt_0:2.arCtg1_2'arCtg0:2'4_2'O:8.

Przy kazdym podstawieniu zmieniamy w odpowiedni sposob granice catkowania: x’owi
przebiegajacemu przedzial [—1, 1] odpowiada y przebiegajacy przedzial [0, 2], a temu
z kolei odpowiada t przebiegajace przedzial [0, 1].

Zauwazmy, ze po kazdym podstawieniu mozemy zapomnie¢ o starej zmiennej?. Calka
oznaczona jest bowiem liczbag rzeczywista, a podstawienie sprawia, ze liczba ta zamiast
by¢ wyrazong przez catke w starej zmiennej, zostaje wyrazona jako catka w nowej zmien-
nej.

Trzeba do tego dodaé jeszcze, ze w podstawieniu y = g(x) prowadzacym do

b g(b)
[ flg@)-g'@)de= [ fly)dy
a g(a)

89Przy chwilowym zalozeniu, ze fukcja g jest rosnaca na przedziale [a, b].

90W kontrascie do catki nieoznaczonej, ktéra jest funkcja (czy dokladniej: rodzing funkcji) zalezna od
tej zmiennej, ktora byta uzyta w wyjsciowej catce. Musimy wiec na koniec do tej wyjsciowej zmiennej
powrocié.
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funkcja g musi by¢ $cisle monotoniczna® na przedziale [a, b]. Nie musi by¢ rosnaca, moze

by¢ malejaca, ale wtedy po podstawieniu gérna granica catkowania bedzie mniejsza od
dolnej — takiego cudenka jeszcze na tym wyktadzie nie ogladaliémy. Nic nie szkodzi,
albowiem wzér/umowa na taka okolicznos$¢ jest bardzo prosta: W calce oznaczonej
mozna zamienié¢ kolejnosé granic catkowania zmieniajgc znak catki. Oczywiscie
dla porzadku staramy sie, aby dolna granica byta mniejsza od gérnej, ale jak w ferworze
rachunkow bedzie na odwrdt, to nie ma najmniejszego powodu wpadaé¢ w panike.

Przedstawione wyzej formalne oblicze podstawienia w catce oznaczonej na razie wy-
starczy, aby oblicza¢ caltki. O drugim, geometrycznym obliczu tego podstawienia, opo-
wiem Wam po nastepujacych trzech przyktadach.

Przyklad 51:

dx
Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej /

S 1+ Va2 221

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowej, a nastepnie dzielimy przedziat catko-
wania na dwa przedziaty:

8 8

/ dx /8 dx 7/ dx B
L1+ Var 1 2r+1 L4+ Y (@+1)2 L 14/l +1]
8

- dx ; dx o dx dx
e e e W
Jo 1+/le+1] 4 1+ /Je+1] L 1+V—r—1 J 14+t
W pierwszej calce ostatniej sumy wzoru (#) wykonujemy podstawienie
t=v—-z—1, t?P=—x—1, t>0, r=—t*—1, t>0
i formalnie
dr=—2tdt.
Ponadto z = —2 odpowiada t =1, a x = —1 odpowiada t =0, przy czym zaleznos¢ t

od z jest monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—2, —1] odpowiada
przedziatowi ¢ € [0, 1].

Otrzymujemy
d —2tdt tdt t+1— 1
/ * :/ -9 7_2/ L. /1——dt_
I 1+y=z—1 1+t 1+t 1+t
1 L
:2.0/ 0/1—2—2-(1n|1+t| ) 2-(In2—In1)=2-2-In2.

Z kolei w drugiej calce ostatniej sumy wzoru (#) wykonujemy podstawienie
t=vVz+1, t?=x+1, t>0 r=t>—1, t>0

91Musi byé tez rézniczkowalna, ale to chyba w tym kontekécie oczywista oczywistosé.
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i formalnie
dx =2t dt.

Ponadto x=—1 odpowiada t=0, a =8 odpowiada t =3, przy czym zaleznos¢ ¢t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedziat catkowania x € [—1, 8] odpowiada przedziatowi
t <0, 3.
Otrzymujemy
8 3 3

d 7ot dt tdt Pt -1 1
_/1+\/fm/1+t:2'/1 20/ 11 2-/1—1—+tdt:
3

0 0

/Sdt 2/ L
/ 1+t

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé¢ 8 —6-1n2.

) =6—2-(Ind—Inl)=6—4-In2.
t=0

Uwaga: W prawidtowo uproszczonym wyniku In moze wystapic¢ tylko raz.

Przyktad 52:
Obliczy¢ catke oznaczona

3
1
e 3x
Uprosci¢ wynik doprowadzajac go do postaci, ktéra nie zawiera symbolu ”arctg” i zawiera
co najwyzej jeden symbol ”In”.
Rozwigzanie:
Rozkladamy funkcje podcatkows na utamki proste”?
r+1 Az+B C D
2 2 = 2 Tt g
(x243)-x »+3 x =z
r+1=(Az+B)-2*+C- (:1:3+3.:E) +D- <x2+3) ,

r+1=Ax*+ B2®>+C2*+3Cx+ Dx* 43D,

0 = A+C,
0 = B+D,
1 = 3C,
1 = 3D,
C=D=1/3,
A=B=-1/3,
Wobec tego
3 3
r+1 1 1
4 - —d —
/x4+3x2 E / x2—1-3jL * e

1

92Przy calce nieoznaczonej literka C' byla zarezerwowana na stalg catkowania, wiec unikaliémy uzycia
jej jako jednego z szukanych wspdétczynnikéw rozktadu na utamki proste. Poniewaz tu nie ma ani catki
nieoznaczonej, ani stalej caltkowania, nie ma powodu, aby literke C' omijac.
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3 3
1 1 1 1 1
. [ S dp—-. dz .
3 1/ 213 2 23 1/az:2+3 v

Obliczamy kazda z dwoch powyzszych catek z osobna. W pierwszej calce otrzymujemy

3
1 1 | 243 1
J ?+3 z 2 a:zzl
B 11(112_1_13 1+1n4 11+1—2+1n3
T g TRy Ty T T T 3T

a po podstawieniu z =1v/3, t=x/v/3, dr=+/3dt wyliczamy wartos¢ drugiej calki

' YRV B O UV S A
[wrate= | gpyat="5 | pyyt="y erctst N
1 1/V3 1/v/3 t=1/V3
B V3 /moow B V3
E (§ B 8) 18
Wobec tego dana w zadaniu catka ma wartos¢
1 (2 I3 1 +3r 2 In3 w3
3'(3+z>‘3‘18—9+6‘m
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartosc¢ 9 + 1123 — ngg
Przyktad 53:
98
Obliczy¢ warto$¢ calki oznaczonej / o dr :
5T+ VI+2
Doprowadzi¢ wynik do postaci w-Inp, gdzie p jest liczba pierwsza, a w liczbg wymierna.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie t=+/x +2, czyli x=t>—2 i formalnie dx =2t dt. Woéwczas przy
x przebiegajacym przedzial [2, 98] zmienna t przebiega przedzial [2, 10]. Otrzymujemy
78 dx _79 2 dt _7) 2 dt _70 2 dt
JrtVr+2 ) =24t ) 24+t-2 ) (t—1)-(t+2)
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
2t A n B
(t—1)-(t+2) t—1 t+2’
20=A-(t+2)+B-(t—1),

dla t=—2 —4=B-(-3), skad B=4/3,
dlat=1 2=A-3, skad A=2/3.
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Kontynuujemy catkowanie (nie piszemy modutu pod znakiem logarytmu, bo argument
logarytmu jest dodatni w przedziale catkowania):

10 10

2 4
dt==-In(t—1)+ = -In(t+2 =
Jt—1" 1427 3 nf = 1)t g -t )H
2 4 2 4 4 4 2 4
:—-ln9+—-ln12——-ln1——-1n4=—-ln3—|—§-(ln4—|—ln3)—§-0—§-ln4:§-ln3.

10

ordt Wo/3 4/3
/(t—l)-(t+2)_/ +

2

3 3 3 3 3

8
Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 3 -In3.

A teraz opowiem Wam o geometrycz-
nym obliczu wzoru na catkowanie przez
podstawienie w calce oznaczonej. W za-
sadzie z punktu widzenia uzytkowego nie
wnosi to nic nowego, bo formalny wzor
juz poznaliSmy, dobrze jednak mie¢ ja-
kie$ intuicje co sie liczy i dlaczego, a nie
tylko bezmyslnie mieli¢ wzorkami.

Zapomnijmy na razie o sposobie obli-
czania catek oznaczonych, traktujac cat-
ke oznaczong tylko i wytacznie jako pole
odpowiedniej figury pod wykresem funk-
cji podcatkowej.

2
Wobec tego catka /x—l—ldx jest po-
1

lem trapezu zamalowanego na zielono na
rysunku 12. Pole tego trapezu jest row-
ne 5/2 i tylez wynosi warto$¢ tej calki,
ale przeciez nie o jej wyliczenie w tym
momencie chodzi, a o pokazanie mecha-
nizmu calkowania przez podstawienie.

1 1112131415161.71.81.9 2 T

rys. 12
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Zapragnijmy teraz wykona¢ w rozwazanej calce podstawienie t =22, czyli x = v/t
Co to w praktyce oznacza? Ano tyle, ze inaczej chcemy opisa¢ wspoétrzedna pozioma,
ktora teraz jest oznaczona literka x, a za moment bedzie oznaczona literky ¢ wedtug
przyjetego przed chwila przelicznika. W zasadzie mégtbym do punktéw interesujacego
mnie przedziatu z € [1, 2] dopisa¢ odpowiednie wartosci t € [1, 4] jak na rysunku 13.

K|+

rys. 13
Wyobrazmy sobie, ze ta podwojnie wyskalowana o$ liczbowa wykonana jest z rozcig-
gliwego materiatu i rozciagnijmy ja tak, aby to skala opisana zmienng ¢ odpowiadata
geometrycznym odlegtosciom miedzy punktami (rys. 14).

]I. 1 I21 1 |44 1 |69 1.|96 2.|25 2 |56 2.|89 3 |24 3 |61 le t
T T T T T T T T T T T z
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

rys. 14

Jezeli chcieliby$Smy przesledzi¢ jak w fizycznym $wiecie przemiescity sie poszczegolne
punkty podczas rozciagania osi liczbowej wyskalowanej x’ami do osi wyskalowanej ¢’kami,
spojrzmy na rysunek 15.

1 1.11.213141.51.61.71.81.9 2
T T T T T T T T T >
1 1.21 1.44 1.69 1.96 2.25 2.56 2.89 3.24 3.61 4 t
rys. 15

Zauwazmy, ze przy takim rozcigganiu, zwickszaja® sie odlegto$ci miedzy punktami.
Jak bardzo sie zwiekszaja? O tym mowi nam stosunek przyrostu ¢ do przyrostu z, czyli

At
jak by to zapisa¢ w konwencji fizycznej: —, a to w mikroskali staje sie pochodng funkcji

Ax
o - L dt da®
uzytej w podstawieniu do przeliczania jednej zmiennej na druga: T dr 2.
x x
To oznacza w szczegdlnosci, ze w poblizu lewego konca rozwazanego przedziatu
odlegtosci miedzy punktami zwiekszaja sie przy rozcigganiu dwukrotnie, a w poblizu

prawego” czterokrotnie.

93Tu akurat sie zwickszaja, ale przy innym podstawieniu mogtyby sie zmniejszaé, co odpowiadatoby
nie rozciaganiu, ale Sciskaniu elastycznej osi liczbowe;j.

94Czyli x =1 odpowiadajace t = 1.

95 Czyli =2 odpowiadajace t = 4.
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A gdybysmy chcieli z powrotem skurczy¢ o$ t’kéw do osi z’6w, to skala deformacji
T de  d+\/t 1
bytab makroskali réwna —, a w mikroskali — = —— = ——=, co oczywiscie odpo-
yiaby w WA A Y at — dt 2y Y P

wiada 25 skoro Sciskanie jest cofnigciem wczedniejszego rozciagania w skali 2.
x

Wyobrazmy sobie teraz, ze nie tylko o$ pozioma jest rozciagliwa, ale calty rozwazany
obszar narysowany jest na elastycznej dwuwymiarowej btonie i rozciggamy go w poziomie
tak, jak rozciagneliSmy przed chwila o$ pozioma, a w pionie niczego nie zmieniamy
(rys. 16).

2.56 . . ) t

rys. 16
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4
Pole tego obszaru wyraza sie catka / Vt+1dt. Gdyby kto§ naiwnie pomyslal, ze
1

przy zmianie zmiennej catkowania® wystarczy przeliczyé funkcje podcatkows z jednej
zmiennej na druga i zmieni¢ przedziat catkowania, a przy tym bezmyslnie zamieni¢ dx

na dt, otrzymaltby taki ”wzorek”:
2

4
/x+1dx:/\/%—|—1dt.
1 1

"Wgzorek” ten oparty jest na btednym przekonaniu, ze po opisanym wyzej rozciggnie-
ciu zachowuje sie pole obszaru, co ewidentnie nie jest prawda.

Aby tatwiej wyobrazac¢ sobie wplyw deformacji rozwazanej figury na pole powierzchni,
pokratkujmy®” wyjsciows figure w pionie i poziomie co 1/10. (rys. 17). Tym samym jest
ona podzielona na kwadraciki o polu 1/100 i troche tréjkacikéw o dwa razy mniejszym

polu. /|

1 1112131415161.71.81.9 2

rys. 17

96 Catkowanie przez podstawienie nazywa sie tez zmiang zmiennej catkowania.
97Rezygnujac przy tym z koloru zielonego, bez ktérego kratki sa bardziej czytelne.
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Po rozciggnieciu tak pokratkowanej figury, otrzymamy obrazek pokazany na rysun-
ku 18.

1 1.21 1.44 1.69 1.96 2.25 2.56 2.89 3.24 3.61 4 t

rys. 18

Widaé¢ gotym okiem, ze zdeformowane kratki wcale nie maja pola 1/100, a jak po-
patrzymy uwaznie na skale na osi t, to zobaczymy, ze w pierwszej kolumnie od lewej
pole kratek zwickszyto sie o czynnik 2.1, natomiast w prawej (czyli ostatniej) kolumnie
o czynnik 3.9.
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Wyobrazmy sobie teraz, ze elastyczna btona, na ktorej narysowany jest pokratkowany
obszar, ma magiczng wlasnos¢: Pozwala nam si¢ dowolnie deformowa¢ w poziomie, ale
przy kazdej deformacji zachowuje pole powierzchni — po prostu rozcigganie w poziomie
jest rekompensowane automatycznym kurczeniem si¢ magicznej btony w pionie.

Obszar narysowany na takiej btonie po rozciagnieciu nie przybraltby ksztattu jak na ry-
sunku 18, ale skurczyltby sie w pionie i wygladatby tak jak na rysunku 19, gdzie kazdy
czworokacik krzywoliniowy ma pole 1/100 — identyczne jak przed deformacja.

S =

e ———————————

—

e e e ———————

—

1 121 144 169 1.96 2.25 2.56 2.89 3.24 3.61 4 t
rys. 19

Poniewaz w poziomie rozciaganie bylto o czynnik 2z =2+v/t, o dokladnie taki czynnik
obszar kurczy si¢ w pionie prowadzac do prawdziwego wzoru
2
dt

/x—kldx:j\/qu12\/E

1

Podsumowujac: Zmiana zmiennej catkowania w catce oznaczonej polega na zasto-
sowaniu monotonicznego przeksztatcenia do przedziatu catkowania. To wymaga:
e odpowiedniej zmiany granic catkowania,
e przeliczenia funkcji podcatkowej na nowg zmienng.

Ponadto musimy zrekompensowaé rozcigganie w poziomie obszaru, ktérego polem®
jest caltka oznaczona. Temu stuzy formalne przeliczenie rézniczki jednej zmiennej na réz-
niczke drugiej zmiennej, czyli w naszym przyktadzie dx na dt zgodnie z formalna formutka

do=——.
x2\/g

98 Méwienie o polu ma sens, gdy funkcja podcatkowa jest nieujemna. W przypadku funkcji przyjmujacej
takze wartosci ujemne, opis wymagaltby uwzglednienia, z jakim znakiem geometryczne pole jest liczone
do calki.
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