Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Catkowanie funkcji wymiernych.

Funkcja wymierng nazywamy funkcje bedaca ilorazem dwoch wielomianéw?3.
Mozliwos¢ catkowania funkcji wymiernych wynika z nastepujacych dwoch faktow:
e Kazda funkcje wymierng potrafimy** wyrazié w postaci sumy wielomianu oraz specjal-
nych funkcji wymiernych zwanych utamkami prostymi.
e Potrafimy scatkowaé kazdy utamek prosty.

Utlamkami prostymi nazywamy funkcje wymierne nastepujacych postaci:
A Ax+B
(x4a)r’ (x2+azx+b)"’
gdzie a, b, A, B sa liczbami rzeczywistymi, n jest liczba catkowitg dodatnig, a tréjmian
kwadratowy 2+ ax +b nie ma pierwiastkéw rzeczywistych®.

Najpierw nauczmy si¢ catkowaé¢ utamki proste.

Dla utamkéw prostych, ktorych mianownik jest potega dwumianu liniowego, wzory
sg nam juz dobrze znane:

dx dx 1
/I—i—a nfe+al+ oraz /(x—i—a)” (n—1)~(x+a)”—1+ an

W przypadku, gdy mianownik utamka prostego jest potega dwumianu kwadratowego
22+ 1, mozliwe sg nastepujace cztery sytuacjei®:

dx
(1) /m:arctga:—i—C,

= C
241 2 +o

/ rdr In(x?+41)

x dx 1
3 w = — _'_C dl >27
(3) /(xQ—l—l) 2 (n—1)- (2 1)" ! o

dx
4 5 =01777 dlan>2,
(4) /(aj2—|—1)n an
Przypadek (4) jest najbardziej klopotliwy. Byl on przedmiotem przyktadéw 24 i 25
(wyktad 2, strony 15-16).

W przykladzie 26 (wyktad 2, strona 17) zobaczyliSmy jak catke z utamka proste-
go o mianowniku bedacym potega nierozktadalnego tréjmianu kwadratowego mozemy

43Qczywiscie mianownik nie moze byé wielomianem tozsamogciowo réwnym zeru.

44Teoretycznie potafimy, natomiast w praktyce moze to byé trudne. Problem polega na tym, ze zakla-
damy mozliwo$é znalezienia pierwiastkow dowolnego wielomianu, czego w ogdlnosci nie daje si¢ zrobié
przy uzyciu czterech dziatan i pierwiastkowania. Uznajemy jednak, ze rozwiazywanie réwnan wielomia-
nowych jest problemem znacznie mniejszego kalibru niz calkowanie. W konsekwencji catka z funkcji
wymiernej moze by¢ wyrazona jakim$ wzorem, w ktérym maja prawo wystepowaé dowolne liczby rze-
czywiste, nie tylko takie, ktore umiemy zapisaé tadnym wzorkiem.

45(Czyli nie rozklada sie na iloczyn wielomianéw liniowych.

46Przypadki (2) i (8) wyliczamy dzieki podstawieniu t =22 +1.
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odpowiednimi podstawieniami sprowadzi¢ do catki, ktéra w mianowniku ma potege dwu-
mianu kwadratowego 2+ 1.

Dla zakonczenia opisu metody catkowania funkcji wymiernych trzeba wyjasni¢ jak
rozktada¢ funkcje wymierne na sume utamkow prostych.
Podstawowe kroki tej procedury sa nastepujace:
e Majac dang funkcje wymierna V}L/((j)) wylaczamy z niej czes¢ wielomianowa. W tym celu
dzielimy wielomian W (z) przez wielomian P(x) z reszta: W (x)=Q(z)-P(z)+R(z), gdzie
R(z) ma mniejszy stopien niz P(z). Wowczas
W(z) Q) P(z)+R(z)
P(z) P(x)

R(z)
P(z)’

= Q)+

e Rozktadamy mianownik P(x) na iloczyn poteg wielomianéw nierozktadalnych nad R,
czyli liniowych oraz kwadratowych bez pierwiastkow rzeczywistych.

e Dla kazego czynnika V (x)™ tego rozktadu uwzgledniamy w rozktadzie n utamkéw pro-
stych z mianownikami V(2)* dla k=1,2,...,n.

e Wymnazamy stronami?’ przez wspélny mianownik. Otrzymujemy réwnoéé wielomia-
now, przyrownujemy wspotczynniki po obu jej stronach i rozwigzujemy otrzymany w ten
sposob uktad rownan liniowych w celu wyliczenia szukanych wspotczynnikow.

Przyktad 27:
Wynpisa¢ postaé rozktadu na utamki proste funkcji wymiernej
W(z)
(z+1)-(z+7)5 (22 +3x+37)° (22— Tz +73)"
gdzie W (x) jest wielomianem stopnia mniejszego od 18.
Rozwigzanie:
Nalezy uwzgledni¢ utamki proste z nastepujacymi mianownikami:
er+1,
o (z+7)Fdlak=1,234,5,
o (12+3z+37) dlak=1,2,
o (12—Tz+73)" dla k=1,2,3,4.

Trzeba pamietac, ze w przypadku mianownika bedacego potega funkeji liniowej licznik
jest stata, a w przypadku mianownika bedacego potega funkcji kwadratowej licznik jest
funkcja liniows.

W konsekwencji szukaliby$my przedstawienia w postaci®®:
W(z) _
(z+1)-(x+7)5- (22 +32+37)* (22 — Tz +73)"
A
=
r+1

4TWymnazamy réwnanie (funkcja wymierna)=(postaé¢ rozktadu).
48Omijam literke C, bo w catkach nieoznaczonych wystepuje jako stata calkowania, a takze literke O
bardzo podobna do zera.
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s b B F LG
(478 (47 (2473 (@+7)2  a+7
n Hx+1 . Jr+ K n
(z243z+37)°  x?+3z+37
Lx+M Nz + P Qr+R Sx+T

+ + + + .
(22 —Tx+73)"  (2—Tz+73)° (22—Tz+73)° 22—Tz+73

To koniczy rozwigzanie zadania. Gdybysmy chcieli znalez¢é rozktad, nalezatoby powyz-
szg rOWNOSC przemnozy¢ stronami przez wspélny mianownik, powymnazaé, a nastepnie
ulozy¢ i rozwigzaé uktad 18 réwnan?® liniowych z 18 niewiadomymi.

Przyktlad 28:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ 2043 I

zh4+x2
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkéw prostych:
2z+3  22+3  Az+B D FE
e (22+1)-22 22+1 22 oz
20+3=(Az+B)-2*+D- (132—1—1) +E- <x2—|—1) T,

20+3=Az*+ Br* + Da* + D+ Ex® + Ex

0 = A+E
0 = B+D
2 = E
3 =D,

skad A=—-21 B=—3. W konsekwencji

2x+3 —2x 3 3 2 9 3
/$4+x2 dx:/x2+1 T2 —I—?—i—;dx:—ln(x +1) —3arctg:v—;—|—21n|:p|+0.
Przyktad 29:
Obliczy¢ catke nieoznaczona
20+3

/x-($+1)-(.:1:+2)-(3:+3) du.

Rozwigzanie:
Sposdb I (normalny):
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
20+3 A B D E
:——I— + + ,
r-(x+1)-(x+2)-(z4+3) 2z z4+1 242 z+43
20+3 = A-(z+1)-(24+2)-(z+3) + B-z-(z+2)-(z+3) + (%)
+ D-z-(z+1)-(x+3) + E-x-(z+1)-(z+2).

49Réwnania powstalyby z poréwnania wspotczynnikéw przy zF dla k=0,1,2,...,17.
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W czasie, gdy mitosnicy rachunkéw sg zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie
réwnania (*), uktadaniem ukltadu czterech réwnan liniowych z czterema niewiadomymi
i rozwigzywaniem go, podstawimy®® do réwnosci (*) kolejno® z=0, —1, —2, —3. Otrzy-
mujemy:

dla z=0 3=06A, skad A=1/2,
dla z=-1 1=-2B, skad B=-1/2,
dla z=-2 —1=2D, skad D=-1/2,
dla z=-3 —3=—-6F, skad EF=1/2.
To pozwala dokoniczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:

/ 20+3 J 1 /1 1 1 n 1 p
r=—-[—— — r=
z-(z+1)-(x+2)-(x+3) 2z 41 x+2 43

1
= 5(111]:15\ —Injz+1|—In|z+2|+Injz+3|)+C.

Sposob II (trikowy):
Przepisujemy dana catke w postaci
2x+43 20+3
dr = dx
/x- (z+1)-(x+2)-(x+3) / (z-(x+3)) - ((z+1)-(z+2))
_/ 22+3
) (22432 - (22432 42)
a nastepnie podstawiamy ¢ =22+ 3z i formalnie dt = (2 + 3) dz. Otrzymujemy

dx ,

2043 dt
/ PR
(x2+3z)- (22 +32+2) t-(t+2)
Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 12 1)2

t-(t+2) ¢t t+2’
co pozwala dokonczy¢ obliczenia:

it 1 ;1 1 1
L gt= - (n|t|-In|t+2))+C =
/t~(t+2) 2] i =g (nltf=jt2)+C

:;-(ln‘x2+3x)—ln‘x2+3x+2‘>+0.

50Taka metoda jest o wiele szybsza, zwlaszcza przy wysokim stopniu mianownika, jednak mozna ja
wydajnie zastosowaé tylko w przypadku mianownika bedacego iloczynem réznych czynnikéw liniowych.
51To sa wartoéci z, przy ktérych czynniki liniowe sie zeruja.

Wyktad 3 -21 - Catkowanie funkcji wymiernych



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Sprowadzanie catek do catek z funkcji wymiernych.

Ponizej R(z, y) oznacza funkcje wymierng dwdch zmiennych®?.

Przyktad 30:
Sprowadzi¢ catke

/R(m, \/m> dx

do catki z funkcji wymiernej.
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie t =+/x +a, czyli®® x =t%2—a i formalnie dz =2t dt, otrzymujemy

/R Vi+a dx—/R t2—a t) -2t dt .

Zauwazmy, ze jesli R jest wielomianem, to dang catke sprowadzilismy do catki z wie-
lomianu.

Przyktad 31:
Sprowadzi¢ catke

/R(x, \”/J:—i-a) dx
do catki z funkcji wymiernej.
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie t = ¥z +a, czyli®* 2 =1t" —a i formalnie dz =nt""! dt, otrzy-
mujemy

/R x+a dx /R "—a,t)-nt"tdt.

Zauwazmy, ze jesli R jest wielomianem, to dana catke sprowadzilismy do catki z wie-
lomianu.

Przyktad 32:
Sprowadzi¢ catke

R(x, Va—k o+ \k/c—I—x) dx

do catki z funkcji wymiernej.
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie ¢t = v a+ b+ e+ x, czyli® kolejno
ot Vera—t"—a,
YVerz=(t"—a)" -0,

r=((t"—a)" =b)" —c,

2(Czyli iloraz dwéch wielomianéw dwéch zmiennych. W razie potrzeby R(x) bedzie funkcja wymierng
jednej zmienne;j.

53Przy dodatkowym zalozeniu t > 0.

54W przypadku parzystego n powinniémy tu dodaé¢ dodatkowe zalozenie ¢ > 0.

55Tym razem pomine formulowanie dodatkowego zalozenia o t, gdyz wymagaloby to grzebania sie
w parzystosciach n, m, k i wynikajacych z tego nieréwnosciach.
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i formalnie

de =W (t)dt,

gdzie W (t) jest wielomianem bedacym pochodna wielomianu ((t" —a)™ — b)k — ¢, otrzy-
mujemy

/R(:U, %+ o+ (“/c+_x> de= [ R(((t"=a)" =) —c, t)-W(t) dt

Zauwazmy, ze jesli R jest wielomianem, to dana catke sprowadzilismy do catki z wie-
lomianu.

Przyktad 33:
Sprowadzi¢ catke

/R(x, \/(x—a)-(x—b)) dx ,

gdzie a # b, do calki z funkcji wymierne;j.

Rozwigzanie:
Whbrew pozorom podstawienie za \/ (x —a)- (z—b) nowej zmiennej nie przyniesie niczego
dobrego. Problemem jest wielomian kwadratowy wystepujacy pod pierwiastkiem. Oka-
zuje sie jednak, ze mozna za nowg zmienng podstawic iloraz funkcji liniowych pod pier-
wiastkiem. Otrzymujemy wéwczas kolejno®®

b
, T—a
"= x—0b’
752:317—1)—1-(17—60
x—0b ’
b—a

=1+

i formalnie®”
2-(a—0b)-t

dt .
(t2—1)*

56Znowu przyjmujac zatozenie t > 0.
577Znak " rekompensujemy zmiana kolejnoéci “a” i ”b” w odejmowaniu.
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Pozostaje zauwazy¢, ze

(z—a) (z—a)
J(@—a)-(z—b)=|e—b- (_b)—sgnm—b»(x—b)- b

gdzie sgn(x —b) jest po prostu stata +1, przyjmujaca wartos¢ —1 dla x <b oraz war-
tos¢ 1 dla z > b.

W konsekwencji
B b—a\ b—a 2-(a—0b)-t
/R< (x—a)-(v— b)dx /R<t2_1+b Sgn<t —1>.t2—1't>' -1)? dt .

Przyklad 34:
Sprowadzi¢ caltke

/R(x, m) dx

gdzie a # b, do calki z funkcji wymierne;j.
Rozwigzanie:
wykonujac podstawienie

otrzymujemy kolejno

b—a

h—
t”—1+ T

i formalnie®®
P (a—Db)-t"1 i@t
o (tn—1)? .

Wobec tego

/R( \/m) dx—/R(t b, t> '((‘;;_b)l')in_l dt |

587nak 77 rekompensujemy zmiana kolejnoéci “a” i ”b” w odejmowaniu.
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Przyklad 35:
Sprowadzi¢ catke

/R(em) dx

do catki z funkcji wymiernej.

Rozwigzanie:
dt
Podstawiajac t = e®, czyli®® x =1Int i formalnie dz = e otrzymujemy

/R(ew) dx:/Rt(t)dt.

%A tutaj nie musze wyraznie zakladaé t >0, gdyz zalozenie to jest ukryte w dziedzinie logarytmu.

Wyktad 3 - 25 - Catkowanie funkcji wymiernych



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Catka nieoznaczona — rézne przyktady.

Przyklad 36:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ dx
z- /2P 422 4 3
Rozwigzanie:

Przepisujemy dang catke w postaci

/ dx _/ dx _/ dz
z-Vat+ 22t 2% x.m_ x?.\f/@

i wykonujemy podstawienie

= 5+ 1
l’ )
czyli
1
=1+,
T
pog=l
z
oraz formalnie p
5t dt = — .
T

Otrzymujemy

3
5 1
= -(5$+ ) +C.
3 T

/ d _5 (Hl)‘”’“w
vV t2+a8 3 '

T

Odpowiedz:

Przyktad 37:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ ver—1ldz.
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie t=+/e® — 1, czyli t?=e®—1 i formalnie 2t dt =e® dz, otrzymujemy
Ver—1 t t2 ?+1-1
JVeETTda= [ Yo etde= [ ardi=2 [ s di=2. [ =

1
:2-/1dt—2-/t2+1 dt=2-t—2-arctgt+C=2-v/e*—1—-2-arctg ver—1+C".
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Przyklad 38:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

Sprawdzi¢, ze I(e)=1(1)+2, a jesli tak nie jest, poszukaé btedu rachunkowego.
Rozwigzanie:

Wykonujemy podstawienie ¢t = v/Inz, czyli © = ¢’ i formalnie dz = e'” -2t dt, a nastepnie

catkujemy przez czesci:

vInz t ,
)= [ do= [ Se2tdt=2 [t-c'dt=20-¢' =2 [ dt=2t-¢' 261+ O =

:2\/1nx-em—2em+0.

Sprawdzenie:
I(1)=-2+C,

Ie)=C=-24+2+C=1(1)+2.

Przyklad 39:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/e”sin\/ez—i-ldac.

Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie t =+/e® + 1, czyli t2 =e*+1 i formalnie 2t dt=e® dx, a nastepnie
catkujac przez czesci, otrzymujemy

/ex-sin\/e“f—i—ldx:/sint-Qtdt:2-/t~sintdt:2-t-(—cost)—?-/l-(—cost)dt:
:—2-t~cost+2-/costdt:—2~t-cost+2-sint+C’:

=—2-ver+1-cosvVer+1+2-sinver+1+C.

Przyklad 40:
Na wyspach Bergamutach podobno jest kot w butach i podobno zamiast zwyktych funkcji
trygonometrycznych uzywaja tam funkcji losinus, nosinus oraz sosinus podlegajacych
nastepujacym regutom rozniczkowania:

d
—losz=nosx, —nosx=sosxr, ——sosx=Ilosx.
dx dx dx

Obliczy¢ catke nieoznaczong

/loszx dx

wyrazajac wynik przy pomocy funkcji los, nos i sos.

Rozwigzanie:
Oznaczmy obliczang caltke przez I(x) i wykonajmy trzykrotnie catkowanie przez czesci.
Otrzymujemy:

I(x):/los%dx:/losx-losx d:r:sosa:-losx—/sosx-nosm dr =
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:sosx-losaz—nosx-nos:v—i—/nosx-sos:vdx:

:Sos:c-losx—nos%—l—losx‘sosx—/los:c~los:cdx:2-sos:£-los:c—n082:c—l(x) .

Dostaliémy wiec rownanie

I(x)=2-sosz-losz —nos?r —I(x),
czyli

2-I(x)=2-sosx-losz —nos’r+C,

skad otrzymujemy rozwigzanie zadania

nos2x

/los2xdx:[(x):sosx-losx— +C.

Uwaga:
Mozna byto zakonczy¢ rachunki po jednokrotnym catkowaniu przez czesci, jesli za-
uwazymy, ze funkcja podcatkowa jest iloczynem pewnej funkeji i jej pochodne;j:

/los%d:c:sosx-losx—/sosx-nosxda::sosx-losx—/nos/:v-nosxdx:

nos2x

+C'.

=sosz-losx —

Przyktlad 41:
Wyrazi¢ catke nieoznaczong

L, (x) :/x"-sinﬁdx

za pomoca I, 1(x).
Rozwigzanie:
Przyjecie we wzorach

/f -sin f(z) de = —cos f(z)+C

oraz

/f -cos f(z) dz = sin f(z) +C
funkeji f(x) =+/z prowadzi odpowiednio do

/Sln\/_dx——cos\/E+C

oraz

/COS\/—dx siny/z+C'.

W oparciu o powyzsze wzory wykonujemy dwukrotnie catkowanie przez czesci (roz-
niczkujac pierwszy czynnik i catkujac drugi):

In(m)Z/x”-sinﬁdx:2-/$"+l/2 S;n\/\{_ dr =

:2'x”+1/2~(—cos\/5>— /(n—l—;) n=1/2, ( cos\/E) dx =
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:—2-:B”+1/2-cos\/5+(2n—|—1)-/x"_1/2-cos\/§dx:

:—2'x”+1/2~cos\/§+2~(2n+1)~/x"~

:—2-x”+1/2-cos\/5+2-(2n+1)-x”-sin\/5—2-(2n+1)-/n-x”_l-sinﬂdx:

= —2.2"2 . cos /T 4+2-(2n+1) 2" -siny/z —2n- (2n+1)-I,_1(z) .

Odpowiedz:
I(x)=—=2-2""% . cos\/r+2-(2n+1)-2" -siny/z—2n-(2n+1) - I,_(z) =
=—2-2"\/x-cosy/x+2-(2n+1)-2"-siny/r—2n-2n+1)-I, 1(z).
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Bardziej wyrafinowane podstawienia
prowadzace do calek z funkcji wymiernych.

Przyklad 42:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/\/JIQ—HCZ:E.

Rozwigzanie:
Narzucajace sie podstawienie ¢t =+vx2+1 nie prowadzi do szybkiego rozwigzania, bo
zamiast niewymiernosci vV z?+ 1 pojawia sie niewymierno$¢ vt? —1. Wprawdzie w przy-
ktadzie 33 nauczyliSmy sie, ze niewymiernosé vt2 —1=,/(t —1) - (t+ 1) mozna sprowadzi¢
t—1
do funkcji wymiernej podstawieniem s = PR ale rachunki s nieco ucigzliwe. Jednak
jest to jaka$ droga prowadzaca do celu, a lepsza taka droga niz zadna.

W literaturze mozna znalez¢® podstawienie va2 +1=x+t, ktére wyglada na wycig-
gniete z kapelusza.

Zanim je zastosujemy, postaram sie wyjasnic¢, skad sie ono bierze.

Wyobrazmy sobie, ze chcemy odpowiednio dobranym podstawieniem sprowadzi¢ catke

/R(x, \/:132+1> dx ,

gdzie R(x,y) jest funkcja wymierng dwéch zmiennych, do catki z funkeji wymiernej.
Aby mie¢ gwarancje, ze podstawienie to nie wprowadzi niepozadanych zanieczyszczen
do funkcji wymiernej, powinno ono mie¢ postac

r=W(t), (1)
gdzie W jest niestaly funkcja wymierna jednej zmiennej. Wowczas mamy tez formalny
wzOr

de=W'(t)dt.
W tym samym czasie chcemy pozby¢ sie pierwiastka, a zatem rozwazane podstawienie
powinno prowadzi¢ do zaleznosci

VB 1=Q(t), (2)
gdzie () jest niestata funkcja wymierna jednej zmiennej.
Konfrontujac réwnosci (1) 1 (2) otrzymujemy zaleznosé
W2(t) +1=Q*(t):
czyli
1=(Q(t) =W(#))-(Qt)+W(t)) . (3)

Potrzebujemy wiec rozktadu funkcji statej rownej 1 na iloczyn dwéch niestatych funkcji
wymiernych. Najprostszy taki rozklad to ¢-1, co dopasowane do wzoru (3) daje

QU)—W(t) =t oraz Q(t)+W(t):1.

60Jest to tzw. pierwsze podstawienie Eulera, czesto podawane w wariancie \/x2+1=—x+t.
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Stad otrzymujemy

t+l 241 —t+7 —t2+1
Q)= 5 =g oraz W(t)= 5 =T
Wobec tego
:152+1:E+l oraz :zc:—z—l—l
2 2t 2 2t
co prowadzi do
\/CL’Q——H—ZL’:t,

a wiec wyciggnietej wczesniej z kapelusza formy podstawienia. Poniewaz
11 t?41

Wt)y=—=——=—
®) 2 212 2t2 7
otrzymujemy komplet wzorkéw potrzebnych do wykonania podstawienia:
2 +1 —t?+1 2 +1
2+1= i , xr= + oraz dx:—idt.
2t 2t 212

W konsekwencj161
t2 +1 t*+1 241
Zastosujmy to podstawienie do rozwazanej catki:

?2+1 [ 241 1 t* 42241
[V Tde= + ( +)dt_—4/++dt:

2t 2t2 t3

1 2 1 1 [t? 1
:_4/t+t+t3dt:_< +2-In|t| — >+C—

4 \2
1 (x/xQ—i-l—x)Q 1
=r|T e T ) e O

>0

2

_ 1.<(\/x2—|—1—x) +2.1n(\/172_+1_x>_<\/x2+21+x) )+C’=

\/1:2——1—* ln(\/aﬁ——i-x)

[\ \

61Dopasowanie do wzoru (3) iloczynu %t daje bardzo zblizone podstawienie:

2 +1 2 -1 t2+1
Vri+l= + , T = oraz dx:idt,

2% 2 242
R( 2+1)d _[r t2—-1 241 t2+1dt
LV v 2% 7 2t oz

Podstawienie to jest oparte na zaleznosci

t=x++vx2+1.
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Przyktlad 43:
Obliczy¢ catke nieoznaczona
dx

3+sinx+cosz

Rozwigzanie:
Zastosujemy podstawienie sprowadzajace dowolng catke postaci

/R(SiHZL‘, cosz) dr,

gdzie R(x,y) jest funkcja wymierng dwéch zmiennych, do calki z funkeji wymiernej.

Podstawieniem tym jest
T T 2
t=tg— — =arctg t r=2-arctg t dr=———dt
g 2 ) 2 g b g ) t2 + 1 b
, 2t 1—¢2
sing = —— CoSy = ——
t2+1’ 2417

przy czym trzeba sie troche pobawi¢ tozsamosciami trygonometrycznymi, aby otrzymac

ostatnie dwa wzory.
Tak wiec w ogélnym przypadku
2t 1 —t2> 2

/R(Sina:, COST) dx:/R<t2+1, p1) Pl

Wracajac do catki podanej w tresci rozwazanego przyktadu otrzymujemy:

2
/ dx :/' e dt i :/ 2dt :/- 2dt
- 2t | 1-t 2 42 2
3+sinx+cosxr - 3t et St4+34+2t+1—-t  J 2t°+2t44
dt dt
:/t2+t+2:/ e s=t+3, dt=ds
(t+3) +3
ds - ds 9 i AT
/ 247 /7 25\2 7 y 7 ST 2 2
ste D (B)
dyy/T 2 d 2 2 2
2 Y
= =— = —arctgy+C=—7=-arctg —(=+C =
/Z y+IooVT /y2+1 A 7 T
2 2t+1 2 2-tgZ+4+1
= —-arct ;—FC’:—-arctg gy +C.
7 VT 7 VT
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