Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Catkowanie przez czesci.

Zadanie 18 z listy 1 mozna przepisaé w postaci:

[ (@) fala)+ (@) fo(2) da = fi(a) - fal)+C

a jesli ktos woli unlkn@c indeksoéw zmniejszajacych czytelnos¢ wzoru, to po odpowiedniej
zmianie oznaczen mozemy napisac:

[ 1@)-9@)+ @) (@) do = f(2)-g()+C

lub po rozbiciu sumy na dwie catki:

/f/(x d:c+/f ) de = f(z)-g(z)+C.

Przeniesienie jednej z tych calek na drugag strone prowadzi do wzoru'”

[1'@)-g(@)do= f(@)-g(@)~ [ f(a)-

7, ostatniego wzoru wynika, ze problem obliczenia catki meoznaczonej

[ 1@)-g(@)do

mozemy zastapi¢ problemem obliczenia calki nieoznaczonej

[1@)-g(@)do.

Czyli zamiast oblicza¢ catke z iloczynu, mozemy probowacé obliczy¢ catke z nieco innego
iloczynu. Pozornie wydaje si¢, ze taka zamiana nie przynosi wielkich korzysci. Sa jed-
nak sytuacje, kiedy dzieki takiemu zabiegowi jesteSmy w stanie doprowadzi¢ rachunki
do szczesliwego konica.

Zanim przyjrzymy sie przykltadom zastosowania powyzszego wzoru'®, przepiszmy go
przy nieco zmienionych oznaczeniach tak, aby czynniki funkcji podcatkowej byty ozna-
czone pojedynczymi literkami:

[f(z)-g(x)dz=F(z)-g(z)— [F(z)-¢'(z)dz

gdzie F jest funkcja pierwotng funkcji f. Innymi stowy, jesli mamy obliczy¢ catke nie-
oznaczong z iloczynu, to mozemy to zagadnienie przehandlowa¢ na problem obliczenia
catki z pokrewnego iloczynu, w ktéorym jeden czynnik zostal zrézniczkowany, a drugi
scatkowany. Potrzebujemy dwoch rzeczy. Po pierwsze nabraé jakiegos wyczucia, kiedy
taki zabieg ma szanse doprowadzi¢ nas do upragnionego wyniku. A po drugie, opano-
waé rzemiosto rachunkowe tak, aby sprawnie i poprawnie takie catkowanie przez czesci
wykonac.

17Zauwaz brak statej calkowania. Wynika on z tego, ze kazda calka nieoznaczona zawiera w sobie
ukryta stala calkowania. Nie piszemy wiec stalej catkowania po tej stronie rownosci, po ktorej wystepuje
choéby jedna calka nieoznaczona.

18To jest wlaénie tytulowe catkowanie przez czeéci.
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Przyktad 13:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ x-e’dx.
Rozwigzanie:

Funkcja podcatkowa jest zapisana jako iloczyn i ten wtasnie iloczyn wykorzystamy przy
catkowaniu przez czesci. Trzeba jednak podjac¢ decyzje: ktory czynnik bedziemy catkowad,
a ktory rozniczkowaé. A to wymaga odpowiedzi na pytanie: co chcemy osiggnaé przez
zmiane poszczegdlnych czynnikéw? Czynnik drugi, czyli e”, nie zmienia si¢ ani przy
rozniczkowaniu, ani przy catkowaniu. Tak wiec tutaj niczego nie zyskamy, ale i niczego
nie stracimy.

Zajmijmy sie wiec pierwszym czynnikiem z. Mozemy go albo zrézniczkowaé (do sta-
tej 1) albo scatkowaé (do z%/2). Czyli mamy do wyboru doprowadzenie zagadnienia

do obliczenia calki'?
/1'€xd£€ albo /3;2.6930[35_

Od razu dostrzegamy, ze pierwsza calka jest bardzo prosta do wyliczenia. Powinni$my
wiec catkowaé przez czesci rozniczkujac czynnik x i catkujac czynnik e*. Otrzymujemy
wiec

/x-exd:p:x-ex—/l-exda::x-ex—em—kC.

Dlaczego to zadziatalo ?

Zobaczylismy przyktad pierwszego sposobu zastosowania catkowania przez czesci:
Jezeli jeden czynnik funkcji podcatkowej jest wielomianem, a drugi czynnik
moze wzigé¢ “na klate” duzo catkowan?, to catkujac przez czesci (jesli trzeba,
to wielokrotnie) jesteSmy w stanie rézniczkowaniami unicestwié¢ czynnik wie-
lomianowy nie czynigc istotnej szkody po stronie drugiego czynnika, ktory
moze by¢ bez problemu catkowany.

Przyjrzyjmy sie¢ kolejnym przyktadom takiego wlasnie zastosowania catkowania
przez czesci.

Przyklad 14:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/x2-sin3x dx .

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dwukrotne catkowanie przez czesci rézniczkujac czynnik 22, a catkujac
czynnik sin3z.

Sprobuj wykonaé¢ samodzielnie odpowiednie rachunki przed zajrzeniem
na kolejng strone.

197 dokladnogcia do stalego czynnika, ktéry nie wplywa na trudnosé obliczenia catki.
20Takimi czynnikami sa na przyklad e®@*°, sin(ax +b), cos(az+b), ale takze (az+b)°.
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—cos3 —cos3
/x2~sin3xdx:x2~ C(;’S m—/2x~ cos mdx:
_ 2. —cos3w . —sin3dr _'_/2' —sin3dr d —
3 9 9
B x2-cos3x n 2r-sindx  2-cos3x L
3 9 27 ’

Przyklad 15:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/x-\/x—i-ldm.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy catkowanie przez cze$ci rozniczkujac czynnik x, a catkujac czynnik

v +1. Otrzymujemy:
9. 1 3/2 2. 13/2
/a:-\/:c+1da:::c-<$—§)—/1~(x—g>d:c:
2-(x+1)32 4. (x+1)5/2

- C.
v 3 5

Przyklad 16:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/x-(x+1)99dx.

Rozwigzanie:
W czym problem? Przeciez funkcja podcatkowa jest wielomianem, a dobrze wiadomo
jak catkowa¢ wielomiany. To prawda, ale zastosowanie wzoru na catkowanie ogolnego
wielomianu wymagatoby zapisania funkcji podcatkowej w postaci sumy jednomianéw??,
ktorych w tym wypadku bytoby 100. Szczerze méwiac nie palimy sie do wykonania takich
rachunkow.
Wobec tego przeprowadzimy catkowanie przez czesci rézniczkujac czynnik xz, a catku-
jac czynnik (z+1)%. Otrzymujemy:
100 100
/x~(x+1)99dx—x~(x+1)—/l-($+1)dx—
100 100

. (x+1)100 B (:E+1)101 +O
a 100 10100 '

21 A to wymagaloby zastosowania wzoru dwumianowego Newtona do (z+1)%.
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Przyklad 17:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/:c~lnxd:z:.

Rozwigzanie:
Nauczeni poprzednimi przyktadami chcielibysmy przeprowadzimy catkowanie przez cze-
Sci rozniczkujac czynnik z, a catkujac czynnik Inz. Tu jednak czeka nas przykra niespo-
dzianka, bo nie potrafimy od reki poda¢ funkcji pierwotnej logarytmu. Logarytm nie jest
funkcja, ktéra w prosty sposob mozna catkowaé¢. Ma on jednak inng wtasnosé, a miano-
wicie jego pochodna jest o wiele prostszg funkcjg niz on sam. Moze wiec optaci sie nam
zrozniczkowaé logarytm, nawet za cene scatkowania?? czynnika wielomianowego.

Wobec tego przeprowadzimy catkowanie przez czesci rézniczkujac czynnik Inz, a cal-
kujac czynnik x. Otrzymujemy:

2 2 2

T 2?1 T T x? x
-l :—~1 —/—«— :—-l —/— :—~1 _ .
/ x-Inx dx 5 nx 57 dx 5 nr 5 dx 5 nx 1 +C

To jest przyktad drugiego sposobu zastosowania catkowania przez czesci:
Jezeli jeden czynnik funkcji podcatkowej jest wielomianem, a drugi czynnik
bardzo sie upraszcza przy rézniczkowaniu??, to catkujemy przez czesci catku-
jac czynnik wielomianowy i rézniczkujac drugi czynnik.

Przyktad 18:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ Inx dz .
Rozwigzanie:

Wprowadzamy sztuczny czynnik 1, a nastepnie catkujemy przez czesci rézniczkujac czyn-
nik Inz, a catkujac czynnik 1. Otrzymujemy:

1
/1-lnxdx:x-lnx—/:c-fdx::ulm:—/lda::x'lnx—x—i-C.
T

Przyktad 19:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ex-sinxda:.

Rozwigzanie:
Calkujemy przez czesci rézniczkujac®* czynnik sinz, a catkujac czynnik e*. Otrzymujemy:
/e‘”~sinxdx:em-sinx—/em-cosxdx.

W tym momencie wydaje si¢, ze taka zabawa do niczego nie prowadzi, bo otrzymalismy
catke prawie takiej samej postaci jak wyjsciowa calka.

22Cgzyli w konsekwencji za cene podniesienia stopnia wielomianu.
23Takimi czynnikami sa na przyklad logarytm oraz arcus tangens.
24W tym przykladzie jest obojetne, ktéry czynnik rézniczkujemy, a ktory catkujemy.
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Wykonajmy kolejne catkowanie przez czesci, pamietajac, aby rézniczkowaé ten sam
czynnik, ktéry rézniczkowaliémy poprzednio?:

e“~sinx—/ew-cosx dx =e”-sinx — (ex~cos:c—/ex - (—sinz) dx) =

:ex-sinx—ex-cosx—/ex-sina:d:v.

Przyjmujac oznaczenie

I(x)= /e$~sinx dx

mozemy przepisaé efekt przeprowadzonych rachunkéw jako
I(x)=¢€"-sinx—e”-cosz—I(x),
skad mozna wyliczy¢ I(z). Otrzymujemy wiec
e’ -sinx —e” - cosx

/e"’“”~sin:cdxz[(x): 5 +C'.

To jest przyktad trzeciego sposobu zastosowania catkowania przez czesci:
Jezeli calkowanie przez czesci prowadzi do tej samej calki’, ale ze wspol-
czynnikiem réznym od 1, to otrzymamy réwnanie pozwalajgce wyliczy¢ catke
nieoznaczong.

Calkowanie przez podstawienie.

Zadanie 19 z listy 1 mozna przepisa¢ w postaci:

[ R hal@))- fiz) de= (o) +C,

a jesli ktos woli unikna¢ indeksow zmniejszajacych czytelnosé wzoru, to po odpowiedniej
zmianie oznaczen mozemy napisac:

[7(9@)-¢(@)do= flg(a))+C.

25W przeciwnym razie drugie calkowanie przez czesci odwréci efekt pierwszego i wrécimy do wyjécio-
wej calki.
26Dzieje sie tak na przyklad wtedy, gdy czynniki sa postaci e®®, sinax, cosaz.
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Zanim przyjrzymy sie przyktadom zastosowania powyzszego wzoru?’, przepiszmy go
przy nieco zmienionych oznaczeniach tak, aby czynniki funkcji podcatkowej byty ozna-
czone pojedynczymi literkami:

[flg(x))-g'(z) doe=F(g(x))+C,

gdzie F' jest funkcja pierwotng funkcji f. Innymi stowy, jesli mamy obliczy¢ catke nie-
oznaczong ze ztozenia dwéch funkeji mnozonego przez pochodng funkceji wewnetrznej?,
to mozemy to zagadnienie sprowadzi¢ do znalezienia funkcji pierwotnej funkcji zewnetrz-
nej.

Podstawowa?® procedura jest wiec taka. Mamy do obliczenia catke nicoznaczona. Uda-
je nam sie zapisaé funkcje podcatkowa w postaci wyrazenia zaleznego od ¢g(z) mnozonego
przez ¢'(x):

[ 1g(@))-g/ (@) da.

No to teraz cata rzecz sprowadza si¢ do znalezienia funkcji pierwotnej funkcji f, czyli
do obliczenia catki nieoznaczonej

/f(t) dt .

Oczywiscie nie bedziemy na co dzien zamieszczaé takiego opisu stownego jak powy-
zej. Po prostu dokonamy formalnego zabiegu zmiany zmiennej catkowania®' oznajmiajac,
ze stosujemy podstawienie t = g(x) i dokonujac odpowiedniej transformacji funkeji pod-
catkowej, a takze formalnej zamiany wyrazenia ¢'(x) dz na dt. Pamietajmy, ze réwnosé

g (x)de=dt

ma charakter czysto formalny i nie bedziemy jej nadawaé¢ osobnego sensu.
Caty rachunek bedzie wygladat nastepujaco:

[ flg(z))-g'(x)du= [ f(t)dt=F(t)+C = F(g(z))+C,

musimy bowiem pamietac¢, aby na koncu przepisa¢ wynik w jezyku zmiennej, ktéra wy-
stepowala w wyjsciowej catce. Odnotujmy tez, zZe przy zmianie zmiennej*? mozemy sto-

2"To jest wlaénie esencja tytulowego catkowania przez podstawienie, chociaz bedziemy go takze uzywacé
w nieco innych konfiguracjach.

Z8W tej chwili moze si¢ to wydawaé dosé karkotomne, bo sugeruje, ze bedzie trzeba zapisywaé funkcje
podcatkowa w takiej bardzo specyficznej postaci. Jak pézniej zobaczymy, nie jest tak zle, bo wprowa-
dzimy reguly rachunkowe, ktére bardzo uproszcza calg procedure.

29Moze niezbyt wygodna w bardziej skomplikowanych przykladach, ale wystarczajaca na etapie za-
znajamiana si¢ z metoda catkowania przez podstawienie.

30Celowo zmienng oznaczylem inng literka.

310 catkowaniu przez podstawienie méwi sie takze jak o zmianie zmiennej calkowania.

32Zaréwno przy wykonywaniu podstawienia w calce, jak i przy przeksztalcaniu kohcowego wyniku
do wyjsciowej zmienne;j.
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sowaé nie tylko zalezno$¢ t = g(z), ale takze zalezno$¢ x =g~1(t), gdzie g~! jest funkcja
odwrotng do g.

Popatrzmy teraz na proste przyktady.

Przyktad 20:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

2
/ x-e* dr.
Rozwigzanie:

Poniewaz dominujacym elementem funkcji podcatkowej jest czynnik e, sprobujemy??
wykonaé¢ podstawienie ¢ = 2.

Podstawienie t = 2? wigze si¢ z formalnym wzorem dt = 2z dx, ktéry wykorzystamy
do przeksztaltcenia catki do nowej zmiennej. Caty rachunek bedzie wygladat nastepujaco:

2

5 1 2 1 et e
er = — . $.2 = 7-t = — = — .
/a:e dx /26 T dx /2edt 2—|—C 2—1—0

Przyktad 21:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

x
—d
/ x2+1 v
Rozwigzanie:

Wykonamy podstawienie®* ¢ =22+ 1, ktore wiaze sie z formalnym wzorem dt = 2z dx.
Otrzymujemy35

11 ln|t| ~ In(z®+1)

Przyktad 22:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/mV:U—i—ldx.

Rozwigzanie:
To jest powtdrzony przyktad 15 (strona 9). Wowczas zastosowaliSmy catkowanie przez
czedci, ale mozna tu rownie dobrze wykona¢ podstawienie.

33T0 jest tez szczegdlny przyklad ogdlnej wskazéwki dotyczacej wyboru podstawienia: jezeli w argu-
mencie funkcji wykltadniczej lub trygonometrycznej wystepuje jakie$ wyrazenie, to sprobowaé podstawic
je za nows zmienng.

34Postawienie t = x2 byloby réwniez skuteczne.

35Zauwaz, ze pomijamy modul w argumencie logarytmu w momencie, gdzy widaé, ze argument ten
jest oczywiscie dodatni.
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Jakie podstawienie? Ot6z majac funkcje podcatkowa w postaci wielomianu zanieczysz-
czonego jakim$ pierwiastkiem, mozemy prébowaé podstawi¢ ten pierwiastek za nowa
zmienna>®.

Stosujac dotychczas poznane procedury, przymierzamy sie do wykonania podstawie-
nia t =+/x+1, czyli formalnie dt = 2;9%. To sie daje zrobié¢ (sprobuj 1), ale jest dosé
niewygodne, bo trzeba by wydtubaé z funkcji podcatkowej czynnik Wﬁ’ aby go doklei¢

do dzx, a reszte funkcji podcatkowej wyrazi¢ w zaleznosci od v/x + 1.
Mozna uprosci¢ rachunki zauwazajac, ze podstawienie

[flg(@))-g'(z)dx= [ f(t)dt

oparte na formalnej zaleznosci dt = ¢'(x) de mozna réwnie dobrze wykonaé wychodzac
od wyrazenia starej zmiennej przez nowa x =g '(t), ktére prowadzi do formalnej za-
leznosci dx = (g~ (t) dt. W konsekwencji ogdlny schemat®” takiego podstawienia ma
postaé

[f@)de=[f(g7't)-(¢7) () at

Wracajac do rozwazanego przyktadu, to zaleznos¢ t =+/x+1 jest rownowazna’® za-
leznosci x =12 —1, ktéra daje formalng zaleznoséé dx =2t dt. W konsekwencji mozemy
przeprowadzi¢ obliczenie danej catki nastepujaco:

/:c-\/a;+1dx:/(t2—1)-t-2tdt=2-/t4—t2dt=T—'TJFC:

2-(z+1)"% 2 (z+1)32
BECad) U ACas) el
A w przyktadzie 15 wyszto nam
2-(x+1)%2  4-(z+1)5/2
x. J—

3 15

+C.
To ktéry wynik jest poprawny?

Uwaga: Zwigzek miedzy stara i nowa zmienng w podstawieniu moze miec¢ tez postac
obustronnie uwiktana:

gla)=h(t).

36Na razie nie bede wyjasnial, kiedy takie podstawienie daje pewnoéé powodzenia, a kiedy jedynie
mglista szanse.

3TLiterka f oznacza w tym wzorze inng funkcje niz we wzorze powyzej. Tutaj f jest caly funkcja
podcatkowa, podczas gdy poprzednio jedynie wystepowala w funkcji podcaltkowej. Nie chce jednak
sigga¢ tu do kolejnych liter alfabetu.

38Przy dodatkowym warunku ¢>0. Czesto jednak obliczanie calek nieoznaczonych sprowadza sie
do bezrefleksyjnego mielenia wzorkami i nie zwraca sie wéwczas uwagi na zalozenia o zakresie wartosci
poszczegdlnych zmiennych.
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Woéwcezas mozna zastosowaé formalny wzor
g (x)dx="n'(t)dt.

Przyktad 23:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/\3/x5+1-3:4dx.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie t = /2% + 1, czyli 3 =2°+1 i formalnie 3t dt = 5z* dx
Otrzymujemy:

/\3/x5+1-x4dx:1-/\3/x5+1-5x4dx:;-/t~3t2dt:

4
/t tzdt_f /t3dt—3t+c— (a:5+ )4/3+C

Przyktad 24:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ dx
(22 41)°
Gléwna sztuczka opiera si¢ na dosy¢ nieoczekiwanym3’

2
x
[
(22 +1)
W tym celu wyciagniemy z licznika czynnik z, ktory bedziemy rozniczkowaé, a drugi
czynnik x wraz z mianownikiem deziemy calkowaé¢??. Otrzymujemy

Rozwigzanie:

catkowaniu przez czesci w calce

-1 -1
/7 —/ dr=xc————=— |1 75 —~dr=
(22 +1)° x2—|—1 2-(2241) 2-(x24+1)
T arctgx
T2 (x2+1 4 /m2—|—1 e * .

Druga, mniej zaskakujaca*!

2-(2241) 2
sztuczka, polega na zapisaniu licznika 1 w wyjsciowej
calce w postaci (z2+1) — 22

w celu rozbicia obliczanej catki na dwie catki. Sktadajac
to wszystko razem otrzymujemy:
d 2 1) — 2 2 1 2
J (s Ry S WR
(x2+1) (z2+1) (22 +1) (22 +1)

39Nieoczekiwanym, jesli ktos czego$ takiego wczedniej nie widzial

40Calkowanie tego czynnika wykonujemy przez podstwienie ¢ =22+ 1 otrzymujac

x 1
de = — C.
/(m2+1)2 NV

4 Ale tez nieoczywista, jedli kto§ nie jest przyzwyczajony do tego typu manipulacji wyrazeniami
algebraicznymi.
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1 22 x arctgr
- d —/7d — arctgz — [ — C=
/x2+1 T (x2—|—1)2 r = arctgr ( 2-(x2+1)+ 5 >+

T arctgr
= C.
2-(2241) * 2 *

Przyklad 25:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ dx
(2241)°
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy obliczenia identyczng metoda jak w przyktadzie poprzednim oraz wy-
korzystamy uzyskana w poprzednim przyktadzie catke:

/ dr x n arctgr e
(z2+1)*  2-(22+1) 2 ‘

Otrzymujemy:
2

dx (#*+1) 22 +1 T
/($2+1)3:/ (;Jrl _/ xQ:l /de:
:/de—/x.wil)gdx:

:/12d$_<w.—12_/1.—12d9€> _
(22 +1) 1 (22 11) 1 (22 11)

1 x 1 1 x 3 1
:/ 2d:C+ 5 — de: 2+*'/ de:
(x2+1) 4-(z24+1)" 4 J (22+41) 4-(2241)" 4 J (22+41)

_ T +3 T +arctgm LO—
422417 4 \2-(22+1) 2 B

B x . 3-x +3-arctg3:+0
4 (2241)? 8-(22+1) 8 ‘

W analogiczny sposob mozemy sprowadzi¢ problem obliczenia catki
/ dx
(z24+1)"

dx
et

do calki

A teraz zobaczmy na przyktadzie, jak mozna odpowiednimi podstawieniami sprowa-
dzi¢ przypadek funkcji wymiernej z potega ogdlnego tréjmianu kwadratowego w mia-
nowniku do calki ze standardowym dwumianem 2+ 1.
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Przyklad 26:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ r+1 d
——dx
x?46x+14
Rozwigzanie:

Najpierw przeksztatlémy trojmian kwadratowy do postaci: kwadrat dwumianu liniowego
plus stata. Otrzymujemy:

rz+1 z+1
/7dx:/7dm
x246x+14 (r+3)2+5

Teraz podstawmy otrzymany dwumian liniowy za nowa zmienng, czyli y=x+3 lub
rownowaznie x =y — 3 i formalnie dx = dy:
/ _r+l dr = y=-2 dy .
(x+3)2+5 y2+5
Nastepnie wykonajmy przeksztatcenia algebraiczne przygotowujace catke do kolejnego
podstawienia majacego na celu zréwnanie w mianowniku wspoétezynnika przy 3% z wy-
razem wolnym:

y—2 y—2
y2+5 dy = / y \? dy-

5-(%) +5
Podstawmy za nowa zmienng wyrazenie w nawiasie w mianowniku:

y
t=—, =v5-t, dy=+5dt,
i y y

-2 t 2 1 5-t—2
5 (%) +5
t 2 1 In(t2+1) 2

Teraz wystarczy przeksztatcié wynik do wyjsciowej zmiennej:

In(t?+1) 2 In(£+1) 2 y
— 2 arctgt+C=—55—"L— " .arctg—=+C =
TRV SRR AV
_ln((x+3) +1) 9 r+3 ln(x2+6:r:+14)

3
——-arctgi%—C’:75——-arctgi+02

2 V5 V5 2 V5 V5

_ In(2®+62+14) In5 2

r+3 L=
—— — ——-arc =
2 2 V5 g\/B
In(z%+6 14 2 3
_ n(z®+ 6z + )——-arctgx+ Lo

V5

42

2 V5

gdyz stata 1“5 zostaje wchtonieta przez staty catkowania

Przyktad powyzszy jest na tyle ogdlny, ze wiadomo juz jak poradzié¢ sobie z dowolng
potega dowolnego nierozktadalnego tréojmianu kwadratowego w mianowniku.

42Dlatego do statej catkowania dopisujemy indeks, zeby uwzglednié to, ze sie zmienila przy wchlanianiu
: In5
sktadnika =5>.
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