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Calka nieoznaczona — podstawy.

W poprzednim semestrze poznaliémy operacje rézniczkowania funkcji, ktéra funk-
cji zmiennej rzeczywistej o wartosciach rzeczywistych przyporzadkowuje inng! funk-
cje, zwang pochodng. Formalnie rzecz biorgc pochodng mozna przyporzadkowaé kazdej
funkcji?, jednak najbardziej interesuje nas sytuacja, gdy wyjéciowa funkcja jest okre-
$lona na przedziale? lub sumie przedzialéw, a pochodng ma na calej lub prawie? catej
dziedzinie.

Poznalismy reguty rozniczkowania, ktére praktycznie pozwalaja zapisa¢ wzorem po-
chodnag kazdej funkcji zapisanej wzorem?®. Taka operacja rézniczkowania mozna sie bawié,
stosujac ja do funkcji wielokrotnie i uzyskujac pochodne wysokich rzedow.

Naturalnym pytaniem jest pytanie o operacje odwrotna do rézniczkowania®.

Zajmiemy sie wiec nastepujacym zagadnieniem: Dana jest tajna funkcja rézniczko-
walna na przedziale otwartym lub na sumie przedziatéw otwartych, ktorej to funkcji
wprawdzie nie znamy, ale podano nam jej pochodna. Czy i w jakim stopniu moze-
my na podstawie tej pochodnej odtworzy¢ samg funkcje? Lub zagadnienie pokrewne:
Dla danej funkcji” znalez¢ funkcje, ktorej ta dana funkcja jest pochodna.

Na poczatek zajmiemy sie sytuacjami, kiedy funkcje taka mozemy odgadnaé¢ lub pra-
wie odgadnac. A to dzieki temu, ze tatwo skojarzymy, czego pochodng jest podana funk-
cja, badz tez tatwo wskazemy funkcje, ktorej pochodna jest na tyle podobna do danej
funkcji, ze mozemy dokonaé¢ odpowiednich korekt.

Przyktad 1:
Odgadnaé¢ wzér na funkcje rézniczkowalng f: IR — R, ktorej pochodna jest dana wzorem

f'(z) =cosz.

Rozwigzanie:
Przypominajac sobie tabelke funkcji i ich pochodnych, kojarzymy, ze warunek ten jest
spetniony przez funkcje f okre$long wzorem

f(z)=sinz.

Tnna, to znaczy ” potencjalnie inng” . Zeby mi ktos zaraz nie wyjechal z funkcja wykladnicza okreslona
wzorem e”, ktorej pochodna jest funkcja ta sama, a nie inna.

2Kosztem ewentualnego okrojenia dziedziny, ktéra w skrajnym wypadku moze okazaé si¢ pusta.

30twartym czy domknietym? Celowo tego nie precyzuje.

4Celowo tez nie precyzuje uzytego tu stowa ”prawie”.

°T tutaj celowo nie precyzuje, o jakim dokladnie zbiorze wzoréw méwie.

67 wprowadzaniem operacji odwrotnych do operacji, z ktérymi sie juz oswoili$émy, mamy do czynienia
od wczesnych etapow edukacji: operacja odwrotna do dodawania jest odejmowanie, do mnozenia dziele-
nie, do potegowania z ustalonym wykladnikiem pierwiastkowanie, do potegowania z ustalong podstawa
logarytmowanie i tak dalej.

"Dla ustalenia uwagi pomys$lmy o funkcji ciaglej, a najlepiej podanej fajnym wzorkiem.
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Przyklad 2:
Odgadnaé¢ wzér na funkcje rézniczkowalng f: IR — R, ktorej pochodna jest dana wzorem
fl@)==.
Rozwigzanie:

Poniewaz przy rézniczkowaniu funkcji potegowej wyktadnik obniza sie o 1, sprobuje-
my podwyzszy¢ wyktadnik o 1, czyli rozwazy¢ funkcje okreslong wzorem z2. Jednak to
prowadzi do pochodnej 2z, czyli dwukrotnie za duzej. Wobec tego dzielimy z? przez 2
i stwierdzamy, ze warunki zadania speknia

Przyktad 3:
Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje rézniczkowalne f:R — R ze f'(z)=0 dla kazdego
reR.

Odpowiedz:
Takimi funkcjami f sg funkcje state.

Przyktad 4:
Dana jest funkcja rézniczkowalna f: R — R. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje rézniczkowal-
ne g:R— R spehiajace warunek ¢'(x) = f'(z) dla kazdego x € R.

Odpowiedz:
Powyzszy warunek spetniaja takie funkcje g, ze dla pewnej statej rzeczywistej C:

g(x) = f(2)+C.

Przyklad 5:
Dane sg funkcje rozniczkowalne fi, fo : R — R. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje rézniczko-
walne g: R — R spelniajace warunek ¢'(x) = f{(z)+ f5(z) dla kazdego x € R.
Odpounedz:
Powyzszy warunek spelniajg takie funkcje g, ze dla pewnej stalej rzeczywistej C':

g(z) = fi(z)+ fo(z)+ C.

Przyktlad 6:
Dana jest funkcja rozniczkowalna f : R — R oraz liczba rzeczywista a. Wyznaczy¢ wszyst-
kie funkcje rézniczkowalne ¢g:R — R spemiajace warunek ¢'(z)=a- f'(z) dla kazdego
reR.

Odpowiedz:
Powyzszy warunek spetniaja takie funkcje g, ze dla pewnej statej rzeczywistej C':

glz)=a-f(x)+C.
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Przyklad 7:
Dana jest funkcja rozniczkowalna f : R — R oraz liczba rzeczywista a. Wyznaczy¢ wszyst-
kie funkcje rézniczkowalne g : R — R spelniajace dla kazdej liczby rzeczywistej  warunek
¢(2)=f(z+a).

Odpowiedz:
Powyzszy warunek spetniaja takie funkcje g, ze dla pewnej statej rzeczywistej C:

g(x)=flx+a)+C.

Przyktad 8:
Dana jest funkcja rézniczkowalna f: IR — R oraz niezerowa liczba rzeczywista a. Wyzna-
czy¢ wszystkie funkcje rézniczkowalne g: R — R spelniajace dla kazdego x € R warunek
g'(x) = f'(az).
Odpowiedz:
Powyzszy warunek spetniajg takie funkcje g, ze dla pewnej statej rzeczywistej C':
g(x) = faz) +C.

a

Przyktad 9:
Odgadnaé¢ wzér na funkcje rézniczkowalng f: IR — R, ktorej pochodna jest dana wzorem

F(@) = (412
Odpowiedz:
Taka funkcja jest

Przyktad 10:
Odgadnaé¢ wzér na funkcje rézniczkowalng f: IR — R, ktorej pochodna jest dana wzorem

fllx)=2*+22+1.
Odpowiedz:
Taka funkcja jest

f(:c):%+a:2+x.

Przyklad 11:
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje rézniczkowalne f:R\ {0} — R, ktérych pochodna jest da-
na wzorem .

/
flla)y=—.

Odpowiedz bledna:
Powyzszy warunek spetniajg takie (i tylko takie) funkcje f, ze dla pewnej statej rzeczy-
wistej C":

f(z)=nlz|+C.

Wyktad 1 -3- Catka nieoznaczona — podstawy



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2

Przyklad 12:
Wyprowadzié¢ wzér na sin’z.

Rozwigzanie:
Niech
f(z)=sin’x.
Wowczas
f'(x)=2-sinz-cosx =sin2z ,
skad wobec
—Cos2x = —2-sin2x
dx
otrzymujemy
2
sin®z = f(z) = _(3052 Tic
dla pewnej statej C'. Wstawienie do powyzszego wzoru x =0 daje C'=1/2, skad
. 9 cos2z 1
sin“x = — —.
2 2
* x % % * * * * *

Obejrzawszy tuzin przyktadéw mozemy przystapi¢ do usystematyzowania rozwaza-
nego zagadnienia, czyli sformutowania definicji, wprowadzenia obowigzujacych oznaczen
i zebrania podstawowych wnioskow.

Dla danej funkcji f okreslonej na zbiorze bedacym przedziatem® otwartym lub sumg®
przedziatéw otwartych, bedzie interesowac¢ nas taka funkcja rézniczkowalna F' okreslona
na tej samej dziedzinie, co f, ze F'= f. Funkcje F' bedziemy nazywaé¢ funkcjg pier-
wotng funkcji f. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze f jest funkcja ciagla!®. Z teorii,
ktora rozwiniemy w przysztosci, wynika, ze kazda funkcja ciggta ma funkcje pierwotna,
a na razie przyjmijmy ten fakt na wiare!l.

Jezeli F' jest funkcja pierwotna funkcji f, to rowniez funkcja F, okreslona wzorem

gdzie C' jest pewna stala rzeczywista, jest funkcjg pierwotna funkeji f. I na odwrot, jezeli
Fy i F, sa dwiema funkcjami pierwotnymi tej samej funkcji f, to ich réznica Fy — F
ma pochodna réwna 0, a zatem jest funkcja stata!?.

8Ograniczonym lub nie.

9By¢é moze nieskonczenie wielu.

0Pamietajmy, ze pochodna funkcji wprawdzie nie musi byé ciagla, ale od tej ciagloéci za bardzo
odbiegaé nie moze, gdyz ma wlasno$¢ Darboux na kazdym przedziale wchodzacym w sktad dziedziny.

UV zasadzie nie bedziemy namietnie z tego faktu korzystaé, ale §wiadomoéé istnienia funkcji pier-
wotnej dowolnej funkcji ciaglej bedzie nam dawa¢ pewien komfort psychiczny.

12T jest ktamstwo, bo funkcja o zerowej pochodnej wcale nie musi byé stata. Ale tatwo w to ktamstwo
uwierzy¢, a ze mam zamiar je sprostowacé przed konicem dzisiejszego wyktadu, przeto nie mam zadnych
skruputéw, aby Wam to kltamstwo zaserwowaé i przez czas jaki§ w btednym przekonaniu Was trzymac.
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Morat stad jest taki, ze znajomosé¢ jednej funkcji pierwotnej jest réwnowazna ze zna-
jomosciag wszystkich funkcji pierwotnych, gdyz wszystkie funkcje pierwotne réznig sie
o stalg.

Funkcje pierwotng funkcji f nazywamy tez catka nieoznaczong i stosujemy ozna-

czenie:
Jf@)dr,

przy czym tak naprawde powyzszy napis nie oznacza jednej funkcji pierwotnej, ale ogol-
ny wzor'® dajacy wszystkie funkcje pierwotne. W konsekwencji wzér ten musi zawieraé
w sobie niejednoznacznosé funkeji pierwotnej, czyli statg C', ktéra moze przyjaé dowol-
na wartos¢. Stata ta nazywamy stala catkowania i oznaczamy lietra C. Gdyby zaszta
potrzeba uzycia kilku réznych statych catkowania w jednym wzorze, uzyjemy litery C
z indeksem lub kolejnych liter alfabetu.

Zgodny z ta konwencjg zapis nawigzujacy do Przyktadu 2, to:
2

x
/ rdr= 5 +C.
Wzory, do ktorych nawiazuja Przyktady 5-8, mozemy zapisaé¢ nastepujaco:
[ 1@) £ pl@)de= [ fi@) des [ fole) de
/a-f(:v) da::a-/f(a:) dx

F'=f = /f(:c—i—a)d:c:F(a:—ira)—l—C

F
F=f = /f(a:v)dx: <a$)+C
a
Z kolei Przyktady 9-10 daja odpowiednio
1)3 3 1
/(x+1)2dx: (mz ) +C:%+$2+x+§+0

oraz

3
/x2+2x+1:%+x2+x+0,

co wobec réwnosci lewych stron mogtoby sugerowaé

3 1 3
%+x2+x+§+02%+x2+x+0,
skad
L_g
;=0

13Czasami méwi sie, ze catka nieoznaczona jest zbiorem wszystkich funkeji pierwotnych, co jednak nie
bytoby wygodne, bo dodawanie calek nieoznaczonych bytoby dodawaniem zbioréw, ktéra to operacje
trzeba by jako$ zdefiniowaé.
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W rzeczywistosci jednak sktadnik 1/3 jest wchlaniany przez stata catkowania, a niepo-
rozumienie bierze sie ze skonfrontowania ze sobg dwoch wzorow, w ktérych rozne state
zostaly oznaczone tg samg litera.

Powinnismy napisac

/(x+1)2 do =

(x+1)3 o, 1
o= e
—+C=T a4 Cy

oraz

3
/x2+2x+1:%—|—x2+x+02,

co doprowadzitoby do réwnosci

1
-+ =C
3+ 1 2

ktora po prostu wigze ze soba state catkowania wystepujace w dwoch réoznych wzorach.

I na koniec nawigzanie do Przykladu 11, gdzie!*
1
/—dx:1n|:v|+C.
T

To moze btednie sugerowaé, ze wszystkie funkcje pierwotne funkcji okreslonej wzorem
1/z sa postaci In|z|+C. Tymczasem nadszedl odpowiedni moment, aby wyjasni¢ weze-
$niejsze ktamstwo. Otdéz funkcja o zerowej pochodnej nie musi by¢ stata. Ona musi by¢
stata na kazdym przedziale!® wchodzacym w sktad dziedziny, ale na réznych przedzia-
tach moga to by¢ rozne state. Nie rozrézniamy tego zapisujac stata catkowania, ktora tak
naprawde oznacza funkcje stala na kazdym przedziale dziedziny. Ale faktycznie funkcje
pierwotne funkcji okreslonej wzorem 1/z sg postaci

Inz +C} dla >0
In

(—x)+Cy dla x<0
gdzie C i C5 sa dowolnymi statymi.

Obejrzyj w internecie'® wyklad doc. Gérniaka z PWr:

Odcinek 61: Definicja funkcji pierwotnej; catki nieoznaczone;j.

1 d
/fdxz @
x x

15W jezyku topologicznym: na kazdej sktadowej spojne;.
16Pod adresem: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html

M Mozemy tez uzyé skroconego zapisu:
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