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166. Rozstrzygnad, czy szereg

Z (\/ +n— n)
jest zbiezny.
Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru skr6conego mnozenia (na réznice szescianéw), a nastepnie wyko-
nujemy szacowanie, aby skorzysta¢ z kryterium poréwnawczego:

3 Vn3+tn—n)= 3 n

712::1< ) 7;::1(713+n)2/3+n~(n3+n)
00 n 0 n
Z p—

> 1
(n3+703)*% 4 n- (03 +Tn3)/* +-n2 nz=:147”02+2”2+7"b2 ?ZE
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Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.

167. Rozstrzygnad, czy szereg

§1<4¢m_n)

jest zbiezny.
Rozwigzanie:

Korzystamy dwukrotnie ze wzoru na roéznice kwadratow, a nastepnie wykonujemy sza-
cowanie, aby skorzysta¢ z kryterium poréwnawczego:

2 Vet n) = e Y (V)

<Y 1 —1~§i<+oo
\nzl (f‘/n4—+0—|—n><\/n4—+0+n2) B Z n=1 n? .

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny.

168. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu
> <\3/n2+1— v nz) .
n=1

Rozwigzanie:

Przeksztatcimy dany w zadaniu szereg korzystajac ze wzoru na roéznice szescianéw, a na-
stepnie skorzystamy z kryterium poréwnawczego:

o (YT Y2 1
3 .
7;( n*+1 ) Z 1 (n 2+1)2/3+n2/3 1+l
S ’
HZ=:1 (n?2+0) 2/3—|-n2/3-\3/n2+0+n4/3 3 Zint3 0

bo 4/3 > 1.

Odpowiedz: Dany w tresci zadania szereg jest zbiezny.
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169. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

> (3n)!
255 ()P

Rozwigzanie:
W rozwigzaniu skorzystamy z kryterium d’Alemberta.
W tym celu przeksztatcimy iloraz kolejnych wyrazéw szeregu, przejdziemy z nim
do granicy przy n — oo, a nastepnie poréwnamy otrzymang granice z liczbg 1:
(3n+3)! 28" (n!)>  (3n+1)-(3n+2)-(3n+3) 27 .
(1))’ Ba)l 2R-(n+1)? T

skad wynika, ze dany w tresci zadania szereg jest zbiezny.

170. Rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu

> n! 18"
— <3:> o
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego w zadaniu szeregu:
(4118t () (e 1) 18- B0
3n+3 il olqsn . (@nta) )" =
(i) - (e 1)t mba8n e () - (n 1)
B 18 B 18 18 _8_2,(6)<1
~ BnrD)-(Bnt2)(3n+3) 1\® — (3n+1)-(3n+2)3 nNe WL, T o, g
(n+1)-(2n+1)-(2n+2) '<1+E> (n+1)-(2n+1)-2 '<1+E> 1€ Je €

skad na mocy kryterium d’Alemberta wynika zbiezno$é¢ szeregu.
Skorzystaliémy przy tym z nieréwnosci e > 2, (6), ktéra wynika albo z zapamigtanego
rozwiniecia dziesietnego e=2,7..., albo ze wzoru!

> 1 301 1 1 8
e=) > —=1+1+_+-=_.
b A By 2 6 3
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny.
1Co prawda jeszcze o wzorze e= 7 nie mowilidmy, ale jak kto$ go zna, to moze w razie potrzeby
k=0 "

zastosowac.
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171. Rozstrzygnad, czy szereg

jest zbiezny.
Rozwigzanie:

Korzystamy z kryterium poréwnawczego a nast@pnie zZ kryterium d’Alemberta:

3n ’
(2:j12)_3" B (2n+2).-(n.)2 _(2n+1)-(2n+2)_>%>1
3l (2:>_3-((n+1)!)2-(2n)!_ 3-(n+1)2 377

oo [2n
a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg » ( )
n=1

jest rozbiezny, a stad na mocy

(% )

kryterium poréwnawczego rozbiezny jest takze szereg Z n

n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.

172. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

>

2 3 -
= an? . pn

Rozwigzanie:
(n+1)"" . . , . S
Oznaczmy a,, = o7 L zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci
o
szeregu Y | a,. Otrzymujemy

n=1

va= 7| ()™ _ (1)
n 2n2 _nn3 2n,nn2

Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy
ponownie kryterium Cauchy’ego, tym razem do ciagu (b,). Otrzymujemy

(n+1)"° (n+1) 1 I\" e
b, = (1 t) =S5,
g 2opn 2 (+n> 9

Z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) wynika wiec, ze

=b,.

lim b, = +0cc.

n—oo
Wobec tego
nh_)ITOlO Ya,, = nh—>Holo b,=40c0>1,
[e.e]
skad na podstawie kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu » _ a,, wnioskujemy,
n=1

ze szereg ten jest rozbiezny.
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173. Podaj w postaci przedziatu zbior wszystkich wartosci parametru p, dla ktorych
podany szereg jest zbiezny.

a) Z\/%,@,oo) b) Zw< )
C)Zw( ) d)z\/T( )

174. Dowiesc, ze jezeli szereg % a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
n=1

[e9)
>
n=1

tez jest zbiezny.
Wikazowka: Zastosowaé¢ nieréwno$é miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng

do liczb a,, oraz —.

n2
Rozwigzanie:
7 nieréwno$ci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy
I ap+-
a - — < n T 2 ’
n? 2
czyli
Va a
vy < LT
n 2 2n?
Poniewaz wiemy, ze
oo
Z — < 400 s
n=1
a z zalozen zadania -
> a, <400,
n=1

dostajemy nieréwnosci

o0 - 00 . 1 1 o 1 = 1
\/a—<2(a+>: -Zan+f-zn—<+oo.
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175. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) 0 wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze
> a,=1 oraz > b,=9.
n=1 n=1
Udowodni¢ jedng z ponizszych nieréwnosci:

Z (wersja tatwiejsza)

Z vV anby, <3 (wersja trudniejsza)

Wskazéwka: Skorzystaé z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczng i arytmetyczna.
Rozwigzanie:

7 nieréwno$ci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng liczb a,, i b, otrzymujemy

v ay by, < an;bn

Stad
o0 o0 Qn, bn Sl ]_ 0 9
nbn < - T 575 nT 5" b, =~ 7:57
2. Ve Z(2+2> 5 2 tnt g 2 =gty
co konczy rozwiazanie tatwiejszej wersji zadania.

Z nieréwnosci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczna liczb 9a,, i b,, otrzymujemy

1/9an.bn<%";b”’
1/an.bn<9a"6+bn

czyli

Stad
5 anbn<z<?”‘2‘” b”) Zan—l— zb Siles,

co konczy rozwigzanie trudniejszej wersji zadania.

176. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze

o~ 6 o 13
> a,=1 oraz > b =1.
n=1 n=1

Dowies¢, ze
o 22
S a2 <1
n=1

Rozwigzanie:

Korzystajac z nieréwnosci miedzy Srednig geometryczna i arytmetyczng dla trzech liczb
al b3 i b2 otrzymujemy

a +b3+b3 1 /(& o0 0 1+1+1
63 b3 < . 6 p b3>::1.
-3 i (gla”n; Eh) T
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Jarostaw Wroblewsk:
177. Dany jest taki szereg zbiezny % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o o
Sa, <8 oraz Y ar<64
=1 n=1

Dowies¢, ze
(o)
Sa<C

gdzie C'=27 (wersja latwiejsza) lub C' =16 (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:
Korzystajac z nierownosci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy

an+a, +al
Z ZVW“ 2 3

8+8+64_80 81 _

§<§ Z%+Z )33<3

o) oo 00 3/8Cln . 8an -l o 8 " 8 " 4
Zaizz 3ananaf}l:z n< Ay + 3a —I—an_
n=1 n=1 n=1 4 n=1 3-4
64+64+64 192
TR0 =16.

1 o0
-5 (8 > a,+8- Zan+z > 5 =1

n=1

oraz

178. Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ze

Sal=8 oraz Y b=1.
=1 n=1

Dowies¢, ze
oo
S ab?<2.

n=1

Rozwigzanie:
Korzystajac z nieréwnosci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczng dla trzech liczb

fe'e) 1 fe'e) b3 b3
Z /a6 8b3 - 8b3 < M

S+8+8
iz.

Zb3+8 Zzﬁ) 5

6 8b3 1 8b2 otrzymujemy
> anby
n=1

_1<
12

IiIM8 »M =
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