Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

146. Udowodni¢ zbiezno$¢ catki niewlasciwe;j

/ 2" dx
0 Vad+ad '
Rozwigzanie:

Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

70 2" dx / 2" dx T a"dr
0 Vad+a® \/x9+$8 \/x9+x8'
Wykazemy, ze kazda z dwoch catek Wystegpujz%cych W powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 ™ dx </1 ™ dx /1 dx s
; \/l‘9+$8\0 VO+a8 i
bo 4—7m < 1.
Podobnie
T " dx T x"dx T d
/ / / ~ <400,
4 Vrd+ a8 / VI9+0 / T
bo 4,5—m > 1.

147. Udowodni¢ zbiezno$¢ catki niewtasciwe;j
7 x¢dx
44 3"
g Tt
Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

70 x¢dx / x¢dx 70 x¢dx
x4 23 Jz4+x3 rtad
Wykazemy, ze kazda z dwoch catek Wystgpujacych W powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 ¢ dx b xtdr /1
13 S 3
0T +x 0+x 5
bo 3—e< 1.
Podobnie
T xedx Trtdr T dx
< —
l/a:4—|—x3\1/:1:4+0 1/x4_e<—|—oo,
bo4—e>1.
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148. Udowodni¢ zbiezno$¢ catki niewlasciwe;j

Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy
x5—|—x3 x5+:1:3 x5+x3
/ i / Vg / Vo
Wykazemy, ze kazda z dwoch Calek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
L /51 3 L /33 L3 1
/Jdeg/ 3x+a: dx—Z-/ <400,
] N " 0+27 " 15/6
bo 5/6 < 1.
Podobnie
o 5 3 PN T+ 35 o
R R Y ey
| Vo OS] o 270
bo 7/6 > 1.

149. Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktorych
catka niewtasciwa
I’p

Vatdad e

jest zbiezna.
Rozwigzanie:

Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

/ A Ay
———dr= / ——dzr+ / ——dx
o Vat+tas o Vattas S Vat+ad
Zbadamy, dla ktorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sg
zbiezne. W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcalkowa jest dodatnia i skorzystamy
z kryterium porownawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy

\._.

\/ /1«/ /1 xf
3/2
+x3 5 0+x3 5 x3/2p
oile3/2—p<1,czyhp>1/2.
Ponadto

/1 / Y
) Vat +l‘3 o Vs 4’ 2 | ¥/ ’
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oile3/2—p>1, czyli p<1/2.
Podobnie

70:dex<7o o dm—fd” < 400

oile2—p>1, czyli p<1.
Ponadto

/m /m \f/:c |
oile 2—p<1, czylip>1.

Whiosek: Jezeli 1/2 <p<1, to obydwie calki powstate z podziatu przedziatu catkowa-
nia sa zbiezne, a wiec i wyjsciowa catka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych
calek jest rozbiezna, a zatem wyjsciowa calka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana calka jest zbiezna dla p € (1/2, 1).

Zbadac zbieznosé catek niewtasciwych, obliczy¢ wartosci catek zbieznych.

o o0 1
150./ du = Rozbiezna 151./ dr 5 =
5 T-Inx 5 =-(Inz)” In2

i dzx 1000 7 dzx
152. = 153. | ———————— = Rozbiez
2/I.(mx)wm/woo 1008/@ !x-lnx-lnlna: ozbiezna

7 dzx 1

154. =
3/ z-Inz-(Inlnz)> Inln3

155. / Vo +1—+/x dr =Rozbiezna
0

[e’e) 32
d
156. /x8~sin:c9 dx = Rozbiezna 157. /{_)/9% =20
0 0

1 o]
158. /lnxdx:—l 159. /%d:v:RozbieZna
0 1
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160. Obliczy¢ wartosé catki niewtasciwej
T br—2
4/ Frr—2
i po uproszczeniu wyniku okresli¢, czy wartosé ta jest wieksza czy mniejsza od 1.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze liczby 0 i 1 sa miejscami zerowymi wielomianu szesciennego wystepuja-
cego w mianowniku funkcji podcatkowej, skad otrzymujemy
Pt —2r=x-(x—1) (v+2).
Rozktadamy funkcj¢ podcatkowa na sume utamkéw prostych:
br—2 A B C
z-(x—1) (z+2) B E+E+aﬁ7—i—2 ’
br—2=A-(x—1)-(x+2)+B-z-(x+2)+C-z-(x—1).

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, porownujac wspodlczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzac ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za z wartosci 0, 1 i —2 otrzymujac odpowiednio

dlaz=0 —2=-2A, skad A=1,

dla z=1 3=3B, skad B=1,

dla z=-2 —12=06C, skad C=-2.

Wobec tego
T br—2 *1 2 -
/ - /——l— dx =In|z|+In|z— 1| —2-In|z + 2| =
34 1? — 4T r+2 »

: _ z-(r—1)

= (hm (In|z|+In|z —1] —2-1n|x+2|)> —Ind—In3+2-In6={ lim In————= | +1In3 =

1

.z (z—1) . -
=In (:Bh—pgo @‘1‘2)2) +In3=1n (gch_{go<22

+In3=Inl+In3=In3 >Ilne=1.
142)

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartos¢ In3 > 1.

Uwaga: Catki
71 1
4/xda:, /x—ldm’ 4/x+2d:1:

sg rozbiezne, a granice

lim In|x|, lim In|x —1], lim In|z +2|

r—00 r—00 r—00
sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwiazaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci 0o — 0o.
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161. Obliczy¢ wartosé¢ catki niewtasciwej
70 dx
3 .
173 162° 4+
Doprowadzi¢ wynik do postaci Inw, gdzie w liczbg wymierng dodatnia.

Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 A N Bx+C
r-(1622+1) 2z 1622+1°

1=A- (16$2+1>+(Ba:+0)-x,
1=16A2*+ A+ Bx*+Cx,
1=A, 0=C, 0=16A+B,
A=1, B=-16, C=0.
Wobec tego!

® 4 1 16 1 >
[ st = | 5 ey o= (wlel - miest o)) | =
1/3 z-(1622+1) st A 2=1/3
2 |~ 2 1 1 1
=In _r = | lim In _ —1In 16/9 =Ilny/——Iny| ——=
162241 | | 7\ 160241 L e T (ST
1
=ln-—In-=In—.
4 5) 4

5
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé lnz.

Uwaga: Caltki

71 T o
[lae,  [-2 w
) 2
73 % 73 162° 41
sg rozbiezne, a granice
Jmlnjal,  Jim ln(162%+1)

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 0o.

Odpowiednie poradzenie sobie z przej$Sciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zosta¢ uznane za rozwigzane.

L Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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162. Obliczy¢ wartosé catki niewtasciwej

70 dx

3

g 10T
lub wykazac, ze caltka ta jest rozbiezna.

Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 1 Az+B C
Pz (224+1) -z a’+1 T
1=(Az+B)-x2+C- (332—1-1) :

1=A2’+ Bz +C2*+C,

0 = A+C
0 = B
1 = C
Stad otrzymujemy A= —1.
Wobec tego
T d 7 1 In (2241
/ & :/— & —l——d:cz—n@—i_ )+ln]a:\ =
3+ »?+1 =z 2
7 7 a=17
In(z%+1 1 2 1
= lim _n(w—i—) Inz +ﬂ—ln7: lim Iny| — n50—1117:
T—00 2 =00 x2+1 2
1 In50 In50 In50
= (lngﬁli_}rg04 1~|—x2) + n2 —ln7:1n1+n7—ln7:n7—ln7.
nd0

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartos¢ — —In7.

Uwaga: Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest istotng czescig zadania. Bez
tego zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku licz-
bowym.

163. Obliczy¢ wartosé¢ catki niewtasciwej

T 3z+2

/ 3 dx
. —4x
lub wykazac, ze caltka ta jest rozbiezna.

Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
3r+2 3T +2 A +§+ C
B—4r (2-2)-x-(x+2) -2 z 2x+2’

3r+2=A-z-(z+2)+B-(z—2)-(x+2)+C-(z—2) - x. (Q)
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W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie
porownujac wspotczynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C'.

My jednak wybierzemy inng droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno
r=2, x=0, x =—2 otrzymujac odpowiednio

8=8A, skad A=1,
1
2=—-4B, skad B:—§,

1
—1=8C, skad C=—_.

Wobec tego
% 3542 1 1/2 0 1/2 1 Inlz+2[ |
/ i dx:/ —L— / dx=In|z—2|— n|:1:|_ njz+2| —
3 A J x—2 x z+2 2 2 »
, In|z| In|z+2] In6 In8
— ( tim (Infz—2)— 22 _ nd 2O
(ergo<n|x | 5 5 )) nd+—-+
. T —2 —2-1n4 +1n6 +1n8
= | lim In —
e - (x+2) 2
. r—2 —4-In2+1n2+In3+3-1n2
=In|( lim + =
oo (x+2) 2
1—-2 In3 In3 In3 In3
=1 i z —=Inl4+—=0+—=—.
“(zi@om> g Tty T T

. 1. : L . ,, In3
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma warto$é -

164. Obliczy¢ wartosé¢ catki niewtasciwej

T 2r+3
5/ x3—9x de
lub wykazac, ze calka ta jest rozbiezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
2x+3 2x+3 A B C
23—z (x—3)-z-(x+3) - x—3+z+r+3 ’
20+3=A-z-(+3)+B-(x—3)-(x+3)+C-(z—3) -x. Q)

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie
porownujac wspotczynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.
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My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno
r=3, =0, x = —3 otrzymujac odpowiednio

1
9=18A, skad Azﬁ,

1
3=-9B, skad B:—g,

—-3=18C, skad C=-—-.

Wobec tego
% 2r+3 ®1/2 1/3 1/6 Infz—3| Infz| Injz+3|]
de= - dr = - - =
[ 5/:15—3 v a3 2 3 6 | .
<, <ln|x—3| In|x| 1n|x+3|)> In2 In5 In8
= lim — - S e
=00 2 3 6 2 3 6
_ —3)3 In2 In5 In2 . (x—3)3 Inb
~(fm e E=3)? ) 2 b 2 e (2—3)7 ) b
(zi@on\ﬁ-(xm)) > T3 n(wligo 2 (2+3)) " 3
3
. 6 (1—§> In5 In5 In5 Ind
e R e T B
Inb

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartosé 3

165. Obliczy¢ wartosé catki niewtasciwej

70 dx

4z (r+2)-(x+5)

Doprowadzi¢ wynik do postaci w-lng, gdzie p, q sa liczbami pierwszymi, a w liczba
q

wymierng dodatnia.

Rozwigzanie:

Rozkladamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéow prostych:
1 A B C

z-(x+2)-(x+5) E+x—|—2+x+5’
1=A-(z+2)-(x+5)+B-z-(x+5)+C-z-(z+2).

Podstawiamy? za  wartosci 0, —2 i —5 otrzymujac odpowiednio
dla z=0 1=10-A4, skad A=1/10,

dla z=-2 1=—6-B, skad B=-1/6,

2Mozna tez wymnozyé¢ wyrazenia po prawej stronie, ulozy¢ uklad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.
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dla z=-5 1=15-C, skad C=1/15.
Wobec tego?
¥ d F1/10 1 1/1
/ x :/ / _ /6 n /5d _
z-(x+2)-(x+5) T z+2 x+5

1
:%'(3-1n\x|—5-ln|x—|—2|—|—2~ln\x—i—5\)

r=4

1 1
= (lergo <-(3-ln|x|—5-1n|x+2|+2-ln|m—|—5|)>> —%-(3-ln4—5-1n6—|—2-1n9):

1 3. 2 1
:-<lim lnx(f_—i_5)> —%~(6-1n2—5-ln2—5-1n3+4-1n3):

1 1 1 1 3
e (In2—1n3) = — Inl+ — - (In3—1n2) = — -In> .
) 50" (02—nd) = gy-Inl+ o0 (In3—n2) = oo Ing

1 3
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé 30 lna

Uwaga: Catki

T1 71 71
/— dx, / dx, / dx
T r+2 r+5
4 4 4
sg rozbiezne, a granice
lim Inlz|, lim Infz+2], lim Infz+5]|

sg nieskonczone, nie moga sie¢ wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzace;j
do nieoznaczonosci 0o — 0o.

3 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale calkowania, wiec moduly mozna pominaé.

== Lista 7R - 152 - Strony 144-152



