Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

121. Obliczy¢ catke
1

/x3 dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu
catkownia na réwne czesci (wersja 4 z wykladu 6, strona 64).

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$¢ calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rowna¢ wyniki.

Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzoér z Wersji 4 przybiera postac

JH&(i“ ()) /f

Wobec tego!

Sprawdzenie:

122. Obliczy¢ catke
1
/ 2% dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatlom przedziatu
catkownia na réwne czesci (wersja 4).

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownaé¢ wyniki.

Rozwigzanie:

Dla funkcji okreslonej na przedziale [O 1] wzOr 7 Wersji 4 przybiera postaé

1
n=oo\n k 1
Wobec tego?

n 1 (21/")"—1 1 2-1
- . kin | _ 7; — . 9l/n, — 7 1/n _
/2 dr = T}Lfglo( D2 )—,}E&<n2 CTYE —,}Lfglo<n2 S 1)—

n =1
1 2un n 1/n 1/n 1/n
BT SR [ F /n, — 1/n, — =
—T}Lngo(n 21/H_1> 413&(2 21/n_1> g 20 N oy =l oy
- n?-(n+1)2

Korzystamy po drodze ze wzoru Zk?’ = 1
k=1
2Korzystamy po drodze ze wzoru na sume postepu geometrycznego.
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1/n
R 21/n _ 1"

Jezeli istnieje granica (funkcji)
x

lim —— |
z—02% — 1
to istnieje réwniez granica (ciggu)
. 1/n
Hm ot 1
i sg one rowne. Korzystajac z reguty de I’Hospitala otrzymujemy
. z ) 1 1
lim =lim =
z—09T — 1 z—0 27 .1n2 In2
i tyle wtasnie wynosi wartos¢ szukanej catki.
Sprawdzenie:

1
2 1 1

T2 2 2’

z=0

1
2x
0 n

123. Obliczy¢ catke
1
/ VvV dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é catki przez bezposrednie catkowanie i po-
rowna¢ wyniki.
Rozwigzanie:
Najpierw pokaze, w jaki sposéb mozna naiwnie probowac rozwiaza¢ to zadanie i dlaczgo
to sie nie udaje.
Dla funkcji ciaglej f:]0, 1] = R i ciagu podziatéw przedziatu na réowne czesci, intere-
sujacy nas wzor ogolny przybiera postac
1 [k |
lim (Zf()) :/f(x)dx.
Wobec tego
1
1 n
/\/Eda:: lim (z\/z) .
i n—oo \ n
0 k=1

Trudnoscia, jaka napotykamy w tym momencie, jest brak wzoru, ktory pozwolitby
wyrazi¢ sume

S VE=VI+VIHVEEVI V. AT+

w prostej postaci pozwalajacej na przejscie graniczne.

No céz, naiwnie sadziliSmy, ze najlatwiej bedzie wybra¢ mozliwie najprostszy ciag
podziatéw przedzialu catkowania, a mianowicie podziaty na réwne czeéci. Ale co nam
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z tego, ze sam podzial jest tadny, skoro funkcja podcatkowa w punktach podziatu przyj-
muje warto$ci wykluczajace zwiniecie otrzymanej sumy do prostej postaci.

Musimy wiec zmieni¢ nasze priorytety. Niewazne, czy przedzialiki podziatu sa rowne,
czy nie. Przede wszystkim wartosci funkcji podcatkowej w punktach podzialu musza
by¢ mozliwie najprostsze. Poniewaz w rozwazanym przyktadzie funkcjg podcatkowsq jest
pierwiastek kwadratowy, punktami podziatu powinny by¢ liczby, ktorych pierwiastki
kwadratowe sg liczbami wymiernymi, a jeszcze lepiej, jesli nie beda to byle jakie liczby
wymierne chaotycznie rozmieszczone, ale liczby wymierne tworzace w miare regularny
cigg?, na przyklad cigg arytmetyczny.

To prowadzi do pomyshu, aby za punkty n-tego podziatu przyja¢ kwadraty liczb wy-
miernych tworzacych skoniczony ciagg arytmetyczny. Oczywiscie taki, aby zerowy punkt
podziatu byt lewym, a n-ty prawym koncem przedziatu catkowania, czyli

]{72
Tk = ﬁ .
Zastosowanie ma wersja 3 (n-ty podzial na n czesci, y-ki w prawych koricach):

n

S (k= @nsor) £ (20)) - (%)

k=1

b
[ () de = Jiny
W naszym wypadku

k2
CLZO, b:17 f(l’):\/i, xn,k:ﬁa

skad po podstawieniu powyzszych danych do wzoru (&) otrzymujemy

Jori s (50 5 s (55))-

=l (TE,Z (2’f2—’f)) = (;(22162—216)) =

k=1 k=1
— (1‘ <n-(n—|—1)-(2n+1) B n(n—i—l)))  lim ((n—i—l)-(Zn—l—l) _n—|—1> :2.
n—oo \ n3 3 2 n—00 3”2 22 3
Sprawdzenie:
1 1
2 2
/\/Eda::f 2%/ =—.
3
0 =0
124. Obliczy¢ granice
2n k,3
li —_—.
nl—%lokz::l 5k4+n4

Rozwigzanie:

3Tu mamy na mysli ciag skoiczony, ale stowo ”skoficzony” pomijamy, aby nie zaburzaé pltynnoéci
i tak juz rozbudowanego zdania.
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Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
2n k3 B 1 2n (k/n)

DO e Dl T an<)

$3

gdzie f(x)= Pl

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciggowi podziatéow przedziatu catkowania na przedziaty rownej dtugosci daza
do catki oznaczone;j:

1 2
7}590% Zf() /f dx_/5x4+1 r= 00/

B In&81 —1Inl B 41n3 B In3

20 20 57

1n(5a:4—|—1)
20

z=0

gdzie po drodze skorzystaliémy ze wzoru

9@ (e
o(0) dr=In|g(z)|+C.

Otrzymujemy wigc
o3 In3
lim =—.
n—00 ,;;1 bk*+n* 5
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W kazdym z kolejnych dziesieciu zadan podaj w postaci uproszczonej wartosc¢
granicy ciggu.

125. li VI SN IV SISO S
. 11m — | =1n
n=co\2n+1 2n+2 2n+3 2n+k 6n

126. 1 ! + L + L +... 4+ L +...+ L In3
. lim iit——+ .. 4+— | =In
n—oo\n+2 n+4 n+o6 n—+2k In

127. 1i L + L + L +... 4+ L +...+ L In3
. lim b ——+ . 4+ — ] =In
- n+4 n+8 n+12 n+4k 81n

1 2 2 7
128. lim( . nt nt n ):1115
n

+(n+1)2 n2+(n+2)2+m+n2+k2+m+50n2

129. Ii ( ntl e R 5”) In 3
. lim e ——+... =In
n—=oo\2n2+(n+1)2  2n2+(n+2)?2 2n2 + k? 27n?

1 2 k
130. lim( + T PR ):1112
n—oo\3n24+1 3n?2+4 3n? 4+ k2 12n2
n n n n ™
131. L e t+F——4+ ..+ — | =—
"Ego(n2+1+n2+4+ +n2+k52+ +2n2> 4
132. 1 ( n n n - n - n) T -3
. lim 4+ +— )= =
n—oo\3n2+1 3n2+4 3n? + k2 n?) 6-4/3 18
133. 1i < oy D ) T T V3
. lim e = =
n—oo\3n24+1 3n2+4 3n2+ k2 12n2 3-4/3 9

134. ( L L L ) il
. lim e =
n=o\3n2+(n+1)2  3n2+(n+2)? 3n?+k? 12n2 6-43
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135. Obliczy¢ dtugosé krzywej

{(a:, g-x?’ﬂ) cxe0, 15]} :

2
Zgodnie ze wzorem na dlugosé krzywej bedacej wykresem funkeji f(z)= 3 T

Rozwigzanie:
3/2 na prze-

dziale [a, b] = [0, 15] otrzymujemy:

/b 1+ (f'(z dx /\/1+ dx—/\/l-l-—zdx—w

2
(64-1)=3-63=42.

=0

_2
3
Odpounedz:

Dana w zadaniu krzywa ma dtugosé¢ 42.

136. Obliczy¢ dlugodé krzywej
{(z, 2*?): z€(0,13]} .

Rozwigzanie:
Zgodnie ze wzorem na dtugoéé krzywej bedacej wykresem funkcji f(z)=x%? na przedziale
[a, b] = [0, 13] otrzymujemy:

b 3/2
+1)
/ 1+ (f'(x dx—/ 1+ d:v— 1+f xdx—
a z=0
8 (9-13+4 3/2_1 1744\ ) _ 8 121)3/2_1 B
27 4 27 4 27\ 4 B

_ 8 (1831 _1331-8 1323 _1350-27 _ #X-27 100 =19,
27\ 8 o272 22T 2

13

Odpowiedz: Dana w zadaniu krzywa ma dtugosé¢ 49.

137. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagle f, g:[a, b] — R spelniaja nier6wnosé

fx) <g(x)
dla kazdego z € [a, b], to srodek ciezkosci figury

{(z,y): wela, 0] A fz)<y<g()}

XY
lezy w punkcie (P P) gdzie

X = [o-(g(e) = f(@) do. v [lo@) = (@) da, P=[gla)-

Wyznaczyé¢ $rodek ciezkosci obszaru ograniczonego parabolg o réwnaniu y = 22 i prostg
o réwnaniu y = .
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Rozwigzanie:

Poniewaz dane w zadaniu parabola i prosta przecinaja sie w punktach (0, 0) i (1,
a przy tym z? <z dla z €0, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b] =10, 1], f(z)=
oraz g(z)=x. Otrzymujemy kolejno:

b,

; ; 3 gt 11
- 2 (.2 35 _ _
X—/x <x—x>d:c—/:c - da:———z =3 113’

0 0 x=0
1
1 3 P 1 1 5—3 1
V=212t dr="_—" — - -
20/”7 THTET10 76 10 30 157
f 2 23| 111
P:/x—x2dx:——— ———=_
J 2 3| 2 36

W rezultacie wspotrzedne $rodka cigzkosci danej figury to X/P=(1/12)/(1/6)=1/2 oraz
Y/P=(1/15)/(1/6) = (2/5).

deowiedé.'

Srodek ciezkosci danej figury lezy w punkcie (1/2, 2/5).

138. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagle f, g:[a, b] — R spelniaja nieréwnosé

f(@) <g(z)
dla kazdego z € [a, b], to srodek ciezkosci figury

{(,y): vefa, 0] A f(x)<y<g(z)}

, gdzie

o e Y
zy w punkcie | —,
ezy w punkc P p

b b b
X= [ lola) = f@) de, V=3 [ (6@~ (f@) dr,  P=[gle)-

Wyznaczy¢ srodek ciezkosci (x,, y,) obszaru Z,, ograniczonego prosta o rownaniu y =x
i krzywa o réwnaniu y = |z|- {L/m

Obliczy¢ graniczne wartosci xg = lim z,, oraz yg = lim y,. Jakie] zaleznosci miedzy
Ta 1 Yo powinnismy oczekiwaé i dlaczego?

Rozwigzanie:
Poniewaz dane w zadaniu krzywa i prosta przecinaja sie w punktach (0,0) i (1, 1), a przy
tym |z|- W<x dla €0, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b|=[0, 1], f(z)=z"+D/»
oraz g(x)=x. Otrzymujemy kolejno:

1 L 3 (3n+1)/n 1 n
X= [z (n+1)/n) 4 @l)/n g, L T 7| 2 _
[ar(o=a® ") do= [ 4~ T3 T Brnrl)/n 3 3n+1
0 0 =0

1
3-(3n+1)"
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3 @Gn+2)/n |

g2 2y g T

6 2-(3n+2)/n

1 n 1

6 2-(3n+2) 3-(3n+2)’

Y —

N | —
o—__

=0

22 pn+1)/n

i (n+1)/n 1 n 1
P:/x—x dr=——
0

O:§_Qn+1:2-(2n+1)'

2 (2n+1)/n

r=

W rezultacie wspotrzedne srodka ciezkosci figury Z, to

X 2-(2n+1) Y 2-(2n+1)
Tn="FH =5 /5. 1\ oraz Yp = —==

P 3-(3n+1) P 3-3n+2)
Wobec tego ¢ =ya=4/9.

Dla bardzo duzych n obszar Z, jest nieznacznie pogrubionym odcinkiem o koncach
(0,0) i (1, 1), wiec nalezy oczekiwaé, ze jego srodek ciezkosci lezy bardzo blisko tego
odcinka. W konsekwencji nalezy oczekiwaé, ze xg =yg.

139. Pomarancze o cienkiej skorce pokrojono na plasterki rownej grubosci. Ktore
plasterki maja wigcej skorki: te blizej rownika, czy te blizej biegunow?
Potrzebny wzor na pole powierzchni obrotowej odszukaj w notatkach z wyktadu.
Odpowiedz:

Wszystkie plastry zawieraja tyle samo skorki.

140. Dane sy dwie sfery o réznych promieniach. Dysponujemy cyrklem o stalym roz-
warciu mniejszym od promienia mniejszej sfery. Na kazdej ze sfer rysujemy tym cyrklem
okrag. Na ktorej sferze narysowany okrag ogranicza wigksze pole?

Potrzebny wzor na pole powierzchni obrotowej odszukaj w notatkach z wyktadu.

Odpounedz:

Pole ograniczone okregiem nie zalezy od promienia sfery, a jedynie od rozwarcia cyrkla
uzytego do narysowania okregu. Takie samo jest pole kota narysowanego na ptaszczyznie.
Pole calej sfery jest rowne polu kota o promieniu réwnym sSrednicy sfery — na sferze
rysujemy to tak: nézka cyrkla w jednym biegunie, otéwek slizga sie po drugim biegunie.
Natomiast potsfera powstaje przez umieszczenie nézki na biegunie i narysowanie rownika
— zastanow sie jaki jest wowczas rozstaw cyrkla i sprawdz, ze pole sie zgadza.

141. Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej (torusa) powstatej przez obrét okregu
o rownaniu
(=2 +¢y*=1

wokot osi OY'.
Pole powierzchni powstalej przez obrot krzywej {(x, f(z)): x € [a, b]}, gdzie 0<a<b
oraz [ € C'([a, b]), wokot osi OY jest réwne
b

277-/:1:~ 1+ (f'(2))* dx .

a
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1
V1—22

W rozwigzaniu moze sie tez przydaé¢ wzor / dx =arcsinz +C.

Rozwigzanie:
Przeksztatcanie réwnania obracanego okregu prowadzi kolejno do:
y2:1—(l’—2>2,

y==+y1—(z—2)2.

Przy tym z moze przebiega¢ przedzial [1, 3].
Okrag rozdziela sie wiec w naturalny sposoéb na dwa pdtokregi, o rownaniach

y:m oraz  y=—/1—(x—2)2.

Poniewaz kazdy z tych potokregdéw tworzy przy obrocie powierzchni¢ obrotowa o takim
samym polu, mozemy wyliczy¢ pole powierzchni powstatej przez obrét jednego z nich,
a otrzymany wynik pomnozy¢ przez 2.

Aby skorzysta¢ z podanego wzoru, przyjmujemy [a, b]=][1, 3] i f(z)=/1—(x—2)2.
Wowczas
—(z—2)

Fo= e

Zatem szukane pole jest réwne

/ (r—2)?

Obliczamy je wykonujac podstawienie t =x — 2:

2.9 /3 TP Ct) /1(t+2) L /1(t+2) L
J 1—(z—2)2 kA 1—1¢2 kA t
1 1
1 1
=471 [ t-——=dt+87- | —dt.
L S
Poniewaz pierwsza catka w ostatniej sumie jest rowna 0 jako catka z funkcji nieparzystej
po przedziale symetrycznym wzgledem zera, kontynuujemy obliczanie drugiej catki:

1 1

1
87r-_/1m

OdpowiedZ: Pole torusa jest réwne 8m2.

dt =8 -arcsint =8 (arcsinl —arcsin(—1)) =8x - (W — —7r) =872,

2 2

t=—1

Uwaga: Nieprzypadkowo pole torusa jest iloczynem dtugosci obracanego okregu przez
droge zakreslang przy obrocie przez srodek (czyli srodek ciezkosci) tego okregu (twier-
dzenie Pappusa-Guldina).

142. Gdzie lezy $rodek ciezkosci potsfery?
Potrzebny wzor na potozenie srodka ciezkosci odszukaj w notatkach z wyktadu.

Odpowiedz:

W potowie wysokosci.
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143. Gdzie lezy srodek ciezkosci potkuli?
Potrzebny wzor na potozenie srodka ciezkosci odszukaj w notatkach z wyktadu.

Odpowiedz:
W 3/8 wysokosci.

144. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(m, y,2): Py A< T A o> 3} .

Interesujaca wspotrzedna srodka ciezkosci jest liczba wymierng o jednocyfrowym liczniku
i mianowniku.
Potrzebny wzor na potozenie srodka ciezkosci odszukaj w notatkach z wyktadu.

Rozwigzanie:

Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrét obszaru
1
(z,y): §<x<1 ANOLy<VI—a?

wokot osi OX. Jego srodek ciezkosci lezy wiec w punkcie (zg, 0, 0), gdzie
; 2
7T-/(L"<\/1—Z‘2) dx

1/3

Te= -
7r~/(\/1—x2)2 dx
1/3
Obliczamy:
: 2 : x? ozt '
. —_ 2 pr —_— 3 = — — — ==
/a:(\/l .r)dx /a: z° dx 5 1
1/3 1/3 x=1/3
11 1+ 1 _162—81—18+1_64_16
2 4 18 324 324 324 81
oraz
1 1 3 1
—\2 5 Y B _1_1 i_81—27—27+1_§
/(\/1 m) d:p—/l zidr=ux 3 = T < =31
1/3 1/3 x=1/3
skad
16/81 4
Lg=———=—,
28/81 7

Odpowiedz: Srodek ciezkosci odcinka kuli zdefiniowanego w treéci zadania lezy
4
w punkcie (7, 0, 0).
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145. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(:E, y, 2): 4y 422 A x> —3} :

Interesujaca wspotrzedna srodka ciezkosci jest liczba wymierng o jednocyfrowym liczniku
i mianowniku.

Potrzebny wzor na potozenie srodka cigzkosci odszukaj w notatkach z wyktadu.

Rozwigzanie:
Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrot obszaru

1
{(x, y): —3<e<TA0<yY< 1_;,;2}

wokét osi OX. Jego érodek ciezkosci lezy wiec w punkcie (x4, 0, 0), gdzie
/ 2
- / :c~(\/1—x2) dz

~1/3

Te= ;
- / <\/1—[L’2>2dl‘
-1/3
Obliczamy:
f 2 ; 22 7t '
_ 3 _ _
/x(@) dr = / T—x dm—?—z =
—-1/3 -1/3 z=-1/3
L1 1 10811841 6116
2 4 18 324 324 324 81
oraz
1 1 31
—\2 o,z 1 }_i_81—27—|—27—1_@
/(\/1 :U) dx—/l rdr==x = + i a1 =g
-1/3 —-1/3 r=-1/3
skad
_16/81 1
T 80/81 5

Odpowiedz: Srodek ciezkosci odcinka kuli zdefiniowanego w treéci zadania lezy

1
w punkcie (5, 0, 0).
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