Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

106. Obliczy¢ catke oznaczong

B

/9 dx
o v1+
Rozwigzanie:

Wykonujae podstawienie ¢ = \/1+/z, czyli = (£2—1)% i formalnie dz =4 (3 —1t) dt,

otrzymujemy

[l

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartosé¢ 16/3.

_32 g 4,8, 16
3 3 3 3

2
A(13—1) 7 At
= / 2 —1di =" —dt
¢ 1

t=1

107. Obliczy¢ catke oznaczona

\//g dx
44 2
; it
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:

I 1 _A:U+B+g+2 ()
et (224+1)-22 2241 x 22’
1=(Az+B)-2’+C-z-(2*+1)+D- (2’ +1)

1=A2*4+Ba*+C2*+Cx+Da*+ D,

0 = A+C

0 = B+D

0 = C

1 = D

Stad otrzymujemy A=0 oraz B=—1.
Wobec tego
V3
fdm—f—l—i—ldx——arct m—l = —arctgV3— +arctgl +1=
[oatva? ) a4l 2 S~ _1 & \/_ ST
3 V3 4 0 V3 127

1
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 1 — — T

V3 12

108. Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej
2

/ x* dx
S 1+ Vs =3
Rozwigzanie:
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Wykonamy podstawienie
3/ 4.5
=Vdxr° -3,

czyli
t*=42"-3

oraz formalnie

3t% dt = 202" dx

zauwazajac przy tym, ze zalezno$c t od x jest rosnaca, a zatem przedziatowi catkowania
x €1, 2] odpowiada przedziat t € [1, 5].

Otrzymujemy
/2 sde 3 jfdt 3 /5 (t+1)-(t— 3/5 1
J 1+ V4253 20 / 1+t 20/ 1+t 20 EEETa

5
3 (e 3 (25 1 3
.<—t+1n\t+1| )—-(—5—|—ln6—2+1—1n2)—20~(8—|—1n3)—
t=1

“20 (2 20 \ 2
6 n 3-1n3
520
. 3. > . . , . - , 3-1n3
Odpowiedz: Wartos$¢ catki podanej w tresci zadania jest rowna = -+ 0

109. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej
0
/ z-Vr+1de
1

podajac wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

1 formalnie
dx = 3t% dt.

Ponadto x=—1 odpowiada t=0, a =0 odpowiada t=1, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—1, 0] odpowiada przedziatowi
tel0, 1].

Otrzymujemy
0 1 1 t7 t4 1
. 3 — 3_ 4. 2 —9. 6_ 3 —_. | _ _
/x Yr+1de /(t 1)-t-36% dt B/t 3 dt 3(7 . )
—1 0 0 t=0
1 1 A—7 —3 9
—3'<7—4>—3‘28—3'28—‘28’

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ —9/28.
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110. Wskaza¢ takie liczby catkowite dodatnie a i b, ze
b

/ dx .7
J a2 —14z+50 2
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy funkcje podcatkowa
b

/ dx _/ d
J 22—14z+50 ) (z—7)2+1"

a nastepnie wykonujemy podstawienie t =x —T:
b b—7

dx
[ i

Zauwazmy, ze

i]7 dt "
—— = aIcC
71t2+1 &

a—

=arctg(b—7) —arctg(a—7).

t=a—7

arctgl —arctg(—1) = 5
skad wynika, ze warunki zadania bedg spetnione, jezeli przyjmiemy b—7=1ia—7=—

OdpowiedZ
Warunki zadania sg spelione przez liczby a =61 b=8.

111. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej

/ dx
0 YVEHl— V-1

Rozwigzanie:

Stosujac wzér na roéznice szedcianéw otrzymujemy

O/mﬁd—xm—f;!W+V‘°’x—1+mdw.

Stosujac podstawienie t = /T +1, czyli x =1%—2t>+1 i formalnie dz = 6t° — 6t dt,

otrzymujemy:

i (oo oy e for-ova- 35|
l‘-f—l t=- (6t 6t dt= [ 6t' =6t dt = — — —
) J 4 5)
3.V4 9

5 20

Stosujac podstawienie t = /2 — 1, czyli x =5+ 2t3+1 i formalnie dz = 6>+ 6t dt,
otrzymujemy:

3t8 6t5
(ﬁ/ m_/HGﬁ%ﬂﬁ—/M+Wﬁ——+—f

_3,6_
45 20

12.94 3 6
—3. 74— _ 24 2=
V4 5 175

t=—1
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Ponadto

W konsekwencji

/¢\/‘+1 %/_ 1 20/1\/ 1) +¥a—1+{(vVa—1) do=

3- 3 9 3
_L(3va SVE,D 8,9 va VA, S
2 5 20 4 20 10 40
3-V4 3
Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 12)/_ + 0
112. Obliczy¢ caltke oznaczon / dix
' ye catke Y ey

Rozwigzanie:

Wykonuj@c podstawienie x =15 i formalnie dx = 6t° dt, otrzymujemy:
2

6t dt T3 dt 48
/\/’+2\/‘ /t5+2t2 /tT2 / .

2

2
8
——dt_6- 2 —2%+4— ——dt=
/ t+2 0/ + t+2

=2t3 —6t* + 24t —48In[t +2|| =16 —24+48 —48In4 +48In2 = 40 — 48In2.

t=0
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$é¢ 40 — 48In2.

113. Pomyslatem sobie jakas$ funkcje liniowa f:[—1, 1] —R. Nie podam Ci tej funkcji,
ale Ty masz za zadanie znalezé wartos¢ catki

[ sy

Moge podaé¢ Ci wartos¢ funkcji f w jednym wybranym przez Ciebie punkcie.

O wartos¢ funkcji w ktéorym punkcie mnie zapytasz i jak na podstawie tej informacji
obliczysz wartos$¢ catki?

Odpowiedz:

Zapytaj mnie o f(0). Wowczas
1
| f(@)de=2-f(0).

-1

114. Funkcja f:[a, b] — R jest liniowa. Podaj wzér na warto$¢ catki

/f(x) dx
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We wzorze moga wystapi¢ konce przedziatu a i b oraz warto$¢ funkcji f w jednym punkcie.
Odpowiedz:

Calka oznaczona z funkcji liniowej jest réwna iloczynowi dtugosci przedziatu catkowania

przez wartos¢ funkcji w srodku przedziatu:

jf(x)dx:(b—a)-f<a;b>.

115. Pomyslatem sobie jakas funkcje f:[—1, 1] — R bedaca wielomianem trzeciego
stopnia. Nie podam Ci tej funkcji, ale Ty masz za zadanie znalezé warto$é catki

Moge podaé¢ Ci wartosci funkcji f w dwoch wybranych przez Ciebie punktach.

O wartosci funkcji w ktérych dwoch punktach mnie zapytasz i jak na podstawie tej
informacji obliczysz warto$é¢ catki?

Odpowiedz:

Zapytaj mnie o f(£1/v/3). Wéwezas
1

Jwie=s(=75)+1 ()

116. Podaj wartos¢ catki
2021 o
2202t <I666 + 1) -sin sin cos sin sin 2! dx .
—2021
Odpowiedz:
Catka ma wartos¢ 0 jako catka z funkeji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgle-
dem zera.

117. Ktoéra catka ma wiekszg wartosé
0
/ 2022, (x666 + 1)777 -sin sin cos sin sin 2! dz
—2022

czy
2022

T L.
/ 22022, (x666 + 1) -sin sin cos sin sin 2% dz ?
0

Odpounedz:

Funkcja podcatkowa jest parzysta, skad wynika, ze podane catki sg réwne.

118. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej
2
3x3 44 Tx?—4
/ $ v + ‘j : dx .
J 7 3
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Wskazowka: Znalezé funkcje odwrotna do funkcji f okreslonej wzorem

3x3+4

fla)=y "

a nastepnie przedstawi¢ dang catke w postaci pola odpowiedniej figury.

Rozwigzanie:
Niech f:[1, 2] — R bedzie funkcja okreslona wzorem
3x3+4

fla)=y "

Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz f(2) =2, a ponadto przeksztatcanie rownania y = f(z) pro-
wadzi kolejno do

3x3+4 33 +4
Y= x7+ ; Y’ = a:7+ ; Ty? =32 +4,

7y2—4:x3 3 7y2—4
3 )

Oznacza to, ze dana w zadaniu catka ma postac

[ @)+ (@) de,

Ty? —4 =323,

gdzie f7':[1, 2] = R jest funkcja odwrotna do f okreslong wzorem

yll
2._
1._
0 0 1 5y o
rys. 2
Calka
31344
x7—|— dx
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jest polem figury

{(z,9): 1<z<2 A 0<y<f(x)}={<x, y): 1<2<2 A 0<y<

zamalowanej na rysunku 1 kolorem niebieskim.
7 kolei na rysunku 2 kolorem zielonym zamalowana jest figura

24
{@y: 1<y<2A 0<$<f_1(y)}={(ﬂ?,y): 1<y<2 A 0<ae< 7 }

ktorej pole jest réwne

rys. 3
Dana w zadaniu catka ma wigc wartos¢ rowng polu figury zamalowanej na rysunku 3.
Poniewaz zamalowana figura jest suma trzech kwadratow jednostkowych, jej pole jest
rowne 3.

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 3.
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119. Rozstrzygnaé, ktora catka jest wieksza:

9 2
127 — 1528 127~ Tat
/475”@5 czy /37:de ?
7 15
1 1
Rozwigzanie: 197 — 152° 127 — 724
Niech fa)=\ = oms glr)= ﬁ

7
Wowcezas f(1)=g(1) =2 oraz f(2)=g(2) =1, a co wiecej funkcje f i g sa na przedziale
[1, 2] malejace i odwrotne do siebie.
Calka
/2 4| 127 — 1523
1

2
7dx:1/f(x) dx

jest réwna polu figury
{(z,9): 1<2<2 AN O<<y< f(2)}
zamalowanej na rysunku 4.

A

Y

0 1

rys. 4 rys. 5

2 2 2
5 127 — 724 5 127 — Ty
U ge= [ gy = d
1/ 1 % 1/ 1 y 1/g(y) y

jest réwna polu figury
{(z,y): 1

zamalowanej na rysunku 5.
Poniewaz kazda z tych figur sktada si¢ z kwadratu jednostkowego (niebieskiego) oraz
tego samego tréjkata krzywoliniowego (zielonego), pola obu figur sa réwne.

7 kolei caltka

N

y<2 A 0<z<yg(y)}

Odpowiedz: Podane calki sa réwne.
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