Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

W kazdym z ponizszych 21 zadan podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki ozna-
czonej. Wskazéwka: W niektorych zadaniach lepiej nie catkowaé¢ bezposrednio, tylko
narysowa¢ odpowiednig figure i obliczy¢ jej pole.
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88. Obliczy¢ catke oznaczona

x
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Rozwigzanie:

Po skorzystaniu ze wzoru na réznice kwadratéw otrzymujemy
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89. Udowodnié¢ nieréwnosé

1/2 .
/ ¥ dx < 3
1/4
Rozwigzanie:
Pochodna funkeji podcatkowej f(x)=x** dana jest wzorem
d d d
f(x)= %J;M = @62’”'1’“ =2, . (2z-Inx) =2 (2-Inz +2)=2-2*"-(Inz +1) .

Poniewaz f'(z) >0 dla z>1/e oraz f'(x) <0 dla 0 <z <1/e, funkcja f jest malejaca
w przedziale (0, 1/e) i rosnaca w przedziale (1/e, 4+00). Zauwazmy ponadto, ze

f(1/4)=1/2
oraz,
fa/2)y=1/2.
Wobec tego f(x)<1/2 dla x€(1/4,1/2), skad
1/2
1 1y 1 1
¥dr<|Z—-) -=—-.
Jorie(1-1)

Uwaga: Obliczenia komputerowe pokazuja, ze dana w zadaniu calka ma wartoscé
w przyblizeniu 0,1215. Wydaje sie to by¢ zbyt bliskie oszacowaniu 1/8 =0,125, aby
zadziataly inne metody szacowania (zapewne obarczone wigkszym btedem).
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90. Niech fi(z)=v2?—2x+1 oraz f,i1(x)=fi(fn(x)). Obliczyé¢ wartosé catki ozna-

czonej
10

/ fs(x)dx.
0
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze fi(x)=|r—1|. W zwiazku z tym wykres funkcji f;og powstaje z wykresu
funkcji g przez przesuniecie tegoz wykresu w doét o 1 oraz symetryczne odbicie czesci
wykresu, ktéra znalazta sie pod osig OX. Wykresy funkcji od f; do f5 znajdujag sie
odpowiednio na rysunkach od 1 do 5.
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rys. 5

Szukana warto$¢ caltki oznaczonej jest réwna polu zielonej figury z rysunku 5. Pole to
wyliczamy sumujac pola trojkatow, ktore sie na nie sktadaja:
1 25

S+ =15,
ST+

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 15.
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Udowodni¢ nastepujace nieréwnosci:

10

2 2
1 1 1 1 dx 1 || 3
91. - < dr < - 92. — < <= 93. dr < —
5 1/:1:2+1 T3 11 9/x+sinx 8 _/11+x2 2
; 1 / fdr 3
3 2994z - T el <
94.0/x (1-a™") dr < 95.5<1/ac dr < 31 96.1/I<4
/ 19 7 65
97. 2V2 < /xl/x dz 98. 3 < /ﬂ dr < R Wsk.: Oszacowaé x* przez x°.
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99. Niech ,
Cla,b) = {/ngz dx| |
gdzie [y] oznacza czesé catkowita liczby y. Obliczy¢ wartosci wyrazen:
a) C(80,122) b) C(200,240) c) C/(400,440) d) C/(800,880)

100. Dla podanej liczby a wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista dodatnia b, aby zacho-
dzita réwnosé

224+1 2

a

/b rdr Inb

a)a=0 b) a=1 c) a=2 d) a=3
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101. Rozstrzygnac, czy warto$¢ calki oznaczonej
3
/ log, (5°+3) dz
1

jest mniejsza czy wigksza od 10.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:
f(z)=1log, (5" +3) .

Woéwcezas

1 5°.1n5
/ e —
F@) =15 53

oraz, , , X )
1 5%-(Inb 1 5%-(Inb 1 3-5%-(Inb
Play— L ST 1 5F (ST 1 8-5%-(nh)”
In2  5*+3 In2 (5% +3) In2 (5% +3)
skad wynika, ze funkcja f jest Scidle wypukta.
Poniewaz f(1)=3 oraz f(3)=7, wykres funkcji f lezy ponizej cieciwy o koncach (1, 3)
i(3,7). Wobec tego f(x) <2x+1 dla z € (1, 3) i w konsekwencji

3 3
/1og2 (5" +3) dx </2x+1dx: 10.
1 1
Wartosé¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-

metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

102. Rozstrzygnac, czy warto$¢ calki oznaczonej
12
/ Va2 +4dx
i0

jest mniejsza czy wigksza od 10.
Wiskazowka: Tym razem zamiast cieciwy rozwazy¢ odpowiednig styczna do wykresu
funkcji podcatkowej.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:

fla)=Va?+4.

Woéowezas 5
f/(l‘) _ ?‘T <$2+4)*2/3
oraz
f”(x) :g. <$2+4>2/3_89$2‘ <x2+4)75/3: 2x23—l—8 ‘ ($2+4>5/3_89552. <x2+4>75/3 _
:M'<x2+4>_5/3:24_72$2'<$2+4>_5/3 < 0, oile  2*>12,

9 9
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skad wynika, ze funkcja f jest Scidle wklesta w przedziale {\/ﬁ, —i—oo) zawierajacym
interesujacy nas przedzial catkowania [10, 12].

Poniewaz f(11) =5, wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy ponizej! stycznej
do wykresu w punkcie (11, 5). Wobec tego

flx) <5+ f(11)- (x —11) dla  x€(10,12)

i w konsekwencji

12 12
[V ade < [54 /(1) (2 —11) da = 10.
10 10

Wartos¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

Uwaga 1: Bez trudu mozna wyliczy¢, ze f/(11)=22/75 i wstawi¢ te warto$é do wzo-
row wystepujacych w rozwigzaniu, ale jest to catkiem zbyteczne z matematycznego punk-
tu widzenia. Moze to by¢ jednak wskazane ze wzgledéw medycznych (wigkszy komfort
psychiczny osoby rozwiazujacej zadanie).

Uwaga 2: Przy pomocy komputera mozna wyliczy¢, ze wartos¢ podanej calki jest
w przyblizeniu réwna 9,9974.

103. Rozstrzygnac, czy warto$¢ calki oznaczonej
5
/ Y+ 11de
3

jest mniejsza czy wigksza od 6.
Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:

flz)= Va2 +11.

Woéwezas 5
fa) =g ()
oraz ) g2
)=ty 2P )
22+22 -5/ 82 -5/ 62+66—82 =5/
:7‘”3 (224 11) 53—%-(:5%11) 53:%@:%11) o
:_21'29—’_66.<x2+11>_5/3:(33_x2>.3-(x2+11>_5/3 > 0, o ile z? < 33,

skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale [—\/ 33, V 33} zawierajacym
interesujacy nas przedzial catkowania [3, 5].

ITakie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagaloby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznosci lezy na stycznej, a nie ponizej niej.
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Poniewaz f(4) =3, wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy powyzej? stycznej
do wykresu w punkcie (4, 3). Wobec tego

f(x)>3+f'(4) (x—4) dla  z€(3,5)

1 w konsekwencji
5 5
[ Ve T1de > 34 F/(4)- (2 —4) dv =6.
3 3

Wartos¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest wigksza od 6.

Uwaga: Faktycznie podana catka ma wartos¢ w przyblizeniu rowna 6,005.

104. Rozstrzygnaé, czy wartos¢ calki oznaczonej
8
[ Ve T5dr~a,146
7

jest mniejsza czy wieksza od 199/48 ~ 4,146.
Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:

flz)=Va2+15.

Wowcezas / o
fiz)= 3_(%2_1_15)2/3
oraz
() = 2 B 822 _ 6:(a?+15) 822 _
3-(22415)7  9-(22+15)"%  9-(22+15)"%  9.(22415)*?
62*46-15—8z*  —22?490  2-(—2*+45)

0-(22+15)°°  9-(22+15)°° 9. (a2+15)°

dla z > /45, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [\/E, oo) zawie-
rajacym interesujacy nas przedzial catkowania [7,8].

Zatem wykres funkcji f dla x > 7 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 7. Poniewaz f(7)=4 oraz f'(7)=7/24, dla x> 7 zachodzi nieréwnos¢
T(x—7)

flz) <4+ o

i w konsekwencji

8 8
T(x—7) 7 199
Va2 +1 4 At =
7/ :L‘+5d37<7/+ 7 dx +48 18

2Takie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagatoby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznoéci lezy na stycznej, a nie powyzej niej.
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Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 199/48.

105. Rozstrzygnaé, czy wartos¢ calki oznaczonej
8
/ Va3 —54dx
6

jest mniejsza czy wieksza od 34.
Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:

f(x)=vax3—54.

Woéwcezas )
flo) =" (a*=50) "
oraz 00t
f"(x) =3z (ZE3 — 54) PR (:U3 — 54) R
_ 1224 ; 648z (333 B 54> -3/2 %f‘ _ (a:3 B 54> -3/2 _ 1224 — 6i8x —9g% ‘ (mg B 54) -3/2 _
_ 3wl -G48 _46489“" (2 —54) " = sv-\a” = 216) (xz— 216), (#=54)""" > 0, oile a®>216,

skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale [6, +00) zawierajacym inte-
resujacy nas przedzial catkowania [6, 8.

Poniewaz f(7) =17, wykres funkcji f w przedziale calkowania lezy powyzej® stycznej
do wykresu w punkcie (7, 17). Wobec tego

fx)>174+f(7)-(x—7) dla  z€(6,38)

i w konsekwencji

8 8
[VaF=Bddz> [17+f(7)- (z—T)dv=34.
6 6

Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest wigksza od 34.

Uwaga: Bez trudu mozna wyliczy¢, ze f'(7)=147/34 i wstawi¢ te wartos¢ do wzoréw
wystepujacych w rozwigzaniu, ale jest to zbyteczne, gdyz ta wartos¢ nie ma wplywu
na otrzymane oszacowanie.

3Takie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnosci wymagatoby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznoéci lezy na stycznej, a nie powyzej niej.
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