Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

52. Obliczy¢ catke nieoznaczona
r+2
/ dx
z-(x+1)-(x+3)-(x+4)

Rozwigzanie:
Sposéb I (normalny): Rozkladamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
x+2 A B D E
= — _|_ + _|_ ,
z-(z+1)-(z+3)-(x+4) =z x+1 2z+3 x+4
r+2 = A-(z+1)-(z+3)-(z+4) + B-z-(x+3)-(z+4) + (1)

+ D-z-(x+1)-(z+4) + E-x-(z+1)-(z+3).
W czasie, gdy mitosnicy rachunkow sa zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie
réwnania (1), uktadaniem ukladu czterech réwnan liniowych z czterema niewiadomymi
i rozwiazywaniem go, podstawimy do réwnosci (1) kolejno =0, —1, —3, —4. Otrzymu-
jemy:

dla =0 2=12A, skad A=1/6,
dla z=-1 1=—6B, skad B=-1/6,
dla r=-3 —1=6D, skad D=-1/6,
dlaz=-4 —2=—12E, skad E=1/6.
To pozwala dokonczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:
/x~(x+1)~3(j;f3)-(x+4) d$:1'/1_xi1 _$i3+a:j—4dx:

1
= 6(1n|m| —In|z+ 1| —In|x+3|+1Injz+4])+C.

Sposdb 11 (trikowy): Przepisujemy dana catke w postaci
r+2 42
dx = dx
/ z-(z+1)-(z+3)-(z+4) / (x(a:+4)> . ((m—f-l) : (m—|—3)>
x+2
= / dx,
(2 44x)- (22 +4x+3)
a nastepnie podstawiamy t = 22 +4x i formalnie dt = 2(x + 2) dz. Otrzymujemy
/ T+2 /
dr =
(x2+4x)- (22 +4x+3) 2 t+3
Rozktad na utamki proste prowadzi do
o % 1 /3
t-(t+3)  t  t+3’
co pozwala dokor’lczyé obliczenia'

1
— . (In|t|—Inlt+3))+C =
2/ t+3 6/ t+3 t=g (mft]=Inft+3])+

:é-(ln‘x +4x’—ln‘x2—l—4m—|—3‘>+0.
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53. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/ dx
22 +4x+40°
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy dang catke i wykonujemy kolejno podstawienia y =x+2 oraz t =y/6:
dx dy 6 dt

e -/ a6 -
x2+4x+40 (@+2)2+36 Jy +36 36(y/6)2+36  J 36:2+36
- / L arctgt oo arctg(y/6) oo arctg((z+2)/6) el

6 6

54. Obliczy¢ calke nieoznaczong

1+ Yz
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie 2 =15 i formalnie dz = 6t° dt, otrzymujemy:

6/ tgdt / tstgfl“dt=6-/t6—t4+t2—1

3
/1+\/_§/_dx:/1it2

617 6° 627/ 6 o0
7—?+2t3—6t+6 arctgt +C = $7 . +2V2—6/x+6-arctgv/z+C.

55. Obliczy¢ calke nieoznaczona

/ dx
Vi+ia
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie x =% i formalnie dx = 6t° dt, otrzymujemy:
6t° dt 3 dt B+1)-1 1
/\/_—i‘\/_ /t3+t2 /MZG'/(;:L)ldt:&/tQ_tH_mdt:
=26 =3+ 6t—6-Inft+ 1|+ C=2-\/z—3- Jz+6- Yz —6-In(Vz+1)+C

56. Obliczy¢ caltke nieoznaczong

dx
/1+\/1+\/1+x'

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
t=V1i+vltuz,
co daje
t=1+V1+x,
t?—1=+v1+zx,
(P=1)" =14,
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(t2—1>2—1::1:,
tt—ot’ =z

1 formalnie

4-(*—t) dt=dx .
Otrzymujemy:

/ dz _/4-(t3—t)
1+\/1+VI+e L+t
_4-( 1+\/1+x)3 4-( 1+\/1+x)3

2
_ ; —2.( 1+ 1—i—x) 4O = ; 2 9/T4z2+C=

dt ) 483
—4-/t —tdt =" =28 +C'=

4-( 1+/1+z

3
= 3 ) —2V/14+24+Cs.

57. Obliczy¢ caltke nieoznaczona

/\/1+ 1+vVItadr.

Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie

t:\/1+\/1+\/1+x,

VitVitr=1"—1,
Vitr=(#-1) -1=t'-2,

T = (t4—2t2)2—1:t8—4t6+4t4—1

skad kolejno

1 formalnie
do = 8t" —24t° +16¢3 dt

otrzymujemy:

/\/1+ LV ade= [ (87— 247+ 166%) dt = [ 8% —24° 416t it =

8 24t7+16t5+c_
9 7 5 -

:j(Hm)m—Qj(H 1+\/1+—x)

7/

2 16 5/2
+E'(1+ 1+VI+e) +C.
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58. Obliczy¢ catke nieoznaczona
x) :/xQ- Vet 1de.

332
Sprawdzié, ze J(1)=J(—1)+ 75/_, a jesli tak nie jest, poszuka¢ btedu rachunkowego.
Rozwigzanie:

Sposéb 1
Dwukrotnie catkujemy przez czesci:
3-(z+1)"% 3
a:):/x2~ \3/x+1dx—x2-(xz)—2~ z- (x4 1)Y3de=

3 3-(z+1)73
2, A3 _2 L 2T L 2 /3 dp =
- (x+1) 5T 7 +14 /(x—l—l) dx

W~

9 27
x2~(:c—|—1)4/3—ﬂ-x'(:c—i—l)ms—i— 140 (z+1)0B 4.

B~ w

Sprawdzenie:

J(—l):C,

J(1)= 72\/5——4\/_+1408\/_+C f’f——\gf+ V240 =

105 55 180 108 5 1051804108
V2 —. 2+ =
O 70 V2+0= 70 V2+0=
33 3392
%-\3/5+C:J(—1)+ V2.

70
Sposéb 11

Wykonujemy podstawienie t = /2 + 1, czyli 2 =1>—1 i formalnie dx = 3t dt:
= [a* Yo+ Tdo= [ (F=1) 032 de =3 [ " =20+ dt =

_3 10 6 73 4 L3 w3 6 73, 9 4/3
=15 t - t +3 t +C_1O (z+1) - (x+1) +3 (x+1)"°+C.
Sprawdzenie:
J(—l):C,
3 3 6 3 3 3
J(l):—-8\/§—7-4\/§+7~2\/§+0: = 2_7 f+ V240 =
168 240 4 105 5 168 — 240+105 3
V2 Y24 = =
70 70 V2H0O= 70 V2H0=
33 5 33V/2
—.V24+C=J(-1 .
= Vo+o=J(-1+ -

Sposob 111
Wykonujemy podstawienie t =x+1, czyli z=t—1 i formalnie dx = dt:

x):/xQ-\?’/x+1dmz/(t—1)2-%dt:/t7/3—2t4/3+t1/3dt:
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3 10/3 6 7/3 3 4/3 3 1030 7 3
= 103 _ .t C=—. 1)0/3 _ =, 17312, N3 10
10 - + + 10 (x+1) 7(ac+) +4(:c+) +

Sprawdzenie jak w sposobie II.

59. Obliczy¢ calke nieoznaczona

Rozwigzanie:

Dwukrotnie catkujemy przez czesci:

2 , 2/3
x _ (.2 329 (z+2) _a. ... 2/3 3. _
/mdx—/x (x4+2)"Pdr=x 5 3 /x (x+2)"° dx =
. 25/3
=2~x2-(x—|—2)2/3—3-x-3($_5'_)+§-/(m—|—2)5/3da:=
2
:;1:2-(90—1—2)2/3—z-x-(x+2)5/3+43-(x+2)8/3+0.

Uwagi:
Dana w zadaniu catke mozna réwniez obliczy¢ catkujac przez podstawienie t = x + 2

lub t =z +2.

Catkowanie przez podstawienie musi prowadzi¢ do tego samego wyniku, ale moze by¢
on w innej postaci — dopiero po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen mozna stwierdzi¢
zgodnos¢ obydwu odpowiedzi.

60. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/ V84T + 212 du |

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy podang catke
[ VBT e dr = [2t V8T Tda

i wykonujemy podstawienie ¢ = 8x° + 1 oraz formalnie dt =402 dz. Otrzymujemy

/x4-\3/8x5+1dm:1-/40x4-\3/8x5+1d;c:1-/\%dt=1-3't4/3+0:
40 40 0 4

3.44/3 3-(82°+1)"*

160 T

61. Obliczy¢ catke nieoznaczong
/ln(x2—|—1) dx .
Rozwigzanie:
Dopisujemy do funkcji podcatkowej czynnik 1, po czym wykonujemy caltkowanie przez

czedei catkujac czynnik 1 i rézniczkujac In (22 +1). Otrzymujemy:

/1n(a:2+1> da::/l-ln(x2+1) dx:x-ln<x2+1)—/x-x22f_1 dr =
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—xln<x+1 Q/x—i_l_ldx acln(:z:+1 2/dx+2/x2 =

:x~ln<x +1)—2x+2arctgx+0.

62. Sprowadzi¢ catke

dx
I,=| +——
/ (x8+1)
do catki [,,_;. Liczba catkowita n jest wicksza od 1.
Wskazéwka: 1 =28+1—x-2".

Rozwigzanie:

Przeksztatcenie i catkowanie przez CZQéCi prowadzi do:

dz 2+ 1—28 8 +1 x’
I, = = mdr— | v ——— dr =
/(a:8+1) / (z8+1)" / (z8+1)" v /x (2841) v
-1 -1
=I,1—x- + dr =
' 8(n—1)-(z8+1)""" /S(n—l)«(:c8+1)”_1
T 1 8n—9
=lp_1+ -

dn—-1— In—+
8(n—1)-(z8+1)" 1 8(n-1) "' 8n-8 "7

63. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/ 2043
V= (z+1)-(z+2)- (2+3)
Wiskazowka: Wolno skorzystaé¢ ze wzoru /

Rozwigzanie:

dat int+C
= arcsin
V1-t2
Przepisujemy dana catke w postaci

/ 2x+3 _/ 2x+3
\/ (z+1)-(x+2)-(z+3) \/ x+3 ((x+1)-(3:—|—2)>

_/\/ 2043

(x2+3x)- (22 +3x+2)

dx =

a nastepnie podstawiamy ¢ = x?+3z+1 i formalnie dt = (2x+ 3) dz. Otrzymujemy
20+3

/ x:/ 20 +3
\/ (224 3x)- :c2+3:c+2 \/— 2+ 3z +

1-1)- (224 3z +1+1)

dx =

_/\/ A —/\/ 1) —/\/1_ =arcsint4+C =

:arcsin(x +3x+1>+0.
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64. Obliczy¢ catke nieoznaczona
223 — 65z

/(33—8)-(a:—?)'(x—4)~(x—1)‘(x+1)-(a:+4)-(3:+7)-(:1:+8) de.

Rozwigzanie:
Przepisujemy dang catke w postaci
/ 213 — 65z
(x=8)-(z—T7)-(x—4)-(z—1)-(x+1)-(x+4)- (z+7)-(x+8)

dx =

_ / 243 — 65T

T 19)- (12—16)- (a2 —1) T

223 — 65x 213 — 65x
~1)- (42 —49) - (2 —16) (2% — 6522 1 64) - (2 — 6522 1 784)

a nastepnie podstawiamy ¢ =x*—652x?+64 i formalnie dt =2 (22 — 65x) dr. Otrzymujemy

/ vz de=—- / —_—.
(x4 —65x%2464)- (z* — 6522+ 784) 2 J t-(t+720)
Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 1/720 1/720
t(t+720) ¢t t+720°

co pozwala dokonczy¢ obliczenia:

1
2.-/t'(t+720 144() / t+720 1440'(ln]t|—ln|t+720])+C:
- 14140 (In|2* — 652° + 64| — In|a* — 652”4 784|) + C

Inna posta¢ odpowiedzi:

14140 <1n’x —1‘—|—ln‘x —64‘ ln‘x —16’ ln}x —49‘)

Jeszcze inna posta¢ odpowiedzi:

1
PV ‘(In|z—=1[+In|z+1|+In|z—8|+In|z+8| —

—In|z—4|-lnjz+4|—In|z =7 —In|z+7])+C.

I jeszcze taka postaé odpowiedzi:
1 n (x—=1)-(z4+1)-(z—8)-(z+8) el
1440 (x—4)-(x+4)-(x—=7)-(x+7)
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65. Obliczy¢ catke nieoznaczona

dx
/ S+
Wskazéwka: Przemnozy¢ licznik i mianownik przez x°
Rozwigzanie:
Sposob 1

Przepisanie funkcji podcatkowej w postaci

/ dr / 2% dx
8+x ) Mgt
nasuwa pomyst podstawienia t= a:7 i formalnie dt = 7:1]6 dx, co prowadzi do

6d
7
:7-(ln‘:f‘—ln‘x7+1’>+Czln|m|—ln‘x—i_ly

C.
7 +

Sposob 11
Wykonujac podstawienie . =¢"1/7 i

i formalnie dx = — e otrzymujemy

dx dt 1
/x8+m 7 (STt 8T /t+1——?-ln|t+1|+0:
1
—— ln‘m —1—1‘4—0——? In

7

1
= +C==-1
7

T —i—l‘

C.
x7+1’+

66. Obliczy¢ catke nieoznaczona

152% —1
=
(z*+1)
Wskazéwka: 150 —1=16-2-2° —a2*—1
Rozwigzanie:

Przeksztatcenie i catkowanie przez czgéci prowadzi do:

15z%—1 6t — 2t — 4 4
/xf—kl _/1x v dx:16-/x4xd$—/(x 1

+1)° @)
_16/ —/ x4+1
:16‘”16&411)‘ 6/ m o~ iy
:_($4—T—1)4+/ zi41)* _/ $4+1 W+C
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