Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

Jarostaw Wroblewsk:

263. Obliczy¢ wartos¢ calki oznaczonej
2020 rdr.

/ sin?%?% x — cos

0

Rozwigzanie:

7, rownosci .
COsST = sin (x + 5)

oraz
|sin(z+m)|=|sinz|

otrzymujemy

U ™ 7r/‘2 -

/0052020x dx = /sin2020 (w—i— g) dr = / sin?%%0 (x~|— g) dx+ / sin?0%0 (:L’+ 5) dx =

0 0 0 w/2

/2 T T w/2
s s
= 0/ sin?020 (x+ 5) dr+ //2 sin2020 (x — 5) dr = //2 sin?0%0 ¢ dx + 0/ sin?0?0 x dx:

= / sin?%%° 1 dx

0

2020 sg

skad wynika, ze dana w zadaniu catka ma wartos$¢ zero
+.-2020 i cos

Odpowiedz: Dana w zadaniu caltka oznaczona ma wartos¢ 0

Uwaga: Idea powyzszych rachunkow jest nastepujaca: Funkcje sin
catkowane po pelnym okresie réwnym 7, a przy tym jest to ta sama funkcja, tylko

przesunieta o /2.

264. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwej
0 5 1
/ :U7 dx .

g T 1

Wskazéwka: Wykonaé¢ podstawienie x =1/t albo x=¢

Rozwigzanie:

Sposéb 1
Najpierw udowodnimy zbieznos¢ danej catki. W tym celu zapiszemy ja w postaci
sumy dwoch catek, a nastepnie zastosujemy kryterium poréwnawcze dla udowodnienia

zbieznosci sktadnika bedacgo catka niewtasciwa o nleujemnej fukcji podcatkowej

00335—1d _/:U—l +/;1: —1 / +/a: —1

—dxr =
7
o/w +1 0
Tab—1 T —0 T1
1/x7+1dx<1/x7+0d$—/x2dx<+oo
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Nastepnie wykonamy podstawienie z =1/t i formalnie dx = —dt/t*. Otrzymujemy:

o

2°—1 P51 —dt  TtPo-1 Th—=1)-t N
= dt= [ 2 dt= dt=—1I
/:c7+1 /t—7+1 t2 .O/t—5+t2 .O/(t—5+t2) g 1417 ’

skad I =—1, czyli I =0.

OdpowiedZ
Dana catka jest zbiezna i ma wartos¢ 0.

Sposob 11

Dowodzimy zbieznosci catki jak w sposobie I, a nastepnie wykonujemy podstawienie
r=¢', czyli t =Inz, i formalnie dz = ¢’ dt. Otrzymujemy:

Tad—1 Tet—1 T et —et
/x7+1dx: / e = / =
) 7t/2 oOt/2 _ o—t/2

_/ (e +1)-e- 7t/2 - / ETH2 4 =Tt/

dt,

co jest réwne 0 jako catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem
zera.

265. Obliczy¢ wartos¢ catki

V3
1
/ x arctg— dx .
x
-3
Rozwigzanie:
—dt
Wykonujemy podstawienie x =1/t, czyli t =1/x i formalnie dz = o Otrzymujemy

(w miedzyczasie catkujac przez czesci):

v3 1 s arctgt My 1
/xarctggdx:— / /3 dt =— / t—g-arctgtdt:
—V3 —1/V3 -1/V3
1/V3
N 11//“51 1dt37r3—7rll//\/§1 L
arcg —_ . R — —_ e — e . - —
T o2 2 2 241 26 2 6 2 2 t2+1
RN B VY L i *
. . 1/V3
=T —— —arctgt T L ( \/g—f—\/_—*) —+ V34—
2 2 t 2
t=—1//3
2m
= +V3.
3
Dlaczego powyzsze rozwigzanie jest btedne 777
Podaj poprawne rozwigzanie.
Rozwigzanie:
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Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22
BLEDY:

1° Wykonane podstawienie nie przeprowadza przedziatu catkowania [—\/3, \/3] na
przedzial [—1/\/5, 1/\/5]

2° Uzyskana w wyniku btednego podstawienia catka niewtasciwa jest rozbiezna. Funk-
cja podcatkowa ma osobliwos¢ w punkcie 0.

Rozwigzania poprawne:
Sposob I:

Funkcja podcatkowa jest parzysta, a zatem

V3 V3

1 1
/ xrarctg—dr=2- / xarctg—dx .
x x
-3 0

—dt
Wykonujemy podstawienie x=1/¢, czyli t =1/z i formalnie dz = —~. Otrzymujemy
(w miedzyczasie catkujac przez czesci):

V3

1 1/\/garctgt 71
O/:Uarctgw dr = — OZ Tdt: / ﬁ-arctgtdt:

1/V3

+1 7’ 1 1
2’ 2241
t=1/v3 1/V3 +

1
= —ﬁ-arctgt

_ 1 AT 71 1
_ti)]_’g_j _Tﬁ.arcg +§6+7/7_7

2 2 241
1/V3 +
T 1 1 > T 1 7 T T \/g T
EPYNEINE BN B0 SN SN AT
0+ +5 ( - —arctg ) YR 2+\/§+6 it o G
t=1//3
T 3
_ T V3
12 2

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki jest réwna V3+ T
Sposob I1:

Funkcja podcatkowa jest parzysta, a zatem

v 1 v 1
/ rarctg— dr=2- / xarctg— dx .
x x
3 0

Korzystamy z rownosci

arctg— = T arctgr dla x>0.
r 2
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Otrzymujemy (w miedzyczasie catkujac przez czesci):

V3 1 V3 - - V3 V3

/xarctg—dx:/x-<——arctgx> dx:—-/xdx—/x-arctgxdx:
T 2 2
0 0 0 0
V3
x? x?-arctgr 1 f 22 3 7T+1 /1 1 p
= — - — rT=———4+— — xr =
. 2 e e 1272 241
V3
T 1 s s T V3 m 1w 3
g Ty |rater i (f 3) I R AR TR

=0

Odpowiedz: Wartos¢ podanej caltki jest réwna v/3+ %

266. Funkcje f,g:R — R sa okreSlone wzorami
flz)=¢" oraz g(r)=e

Podaj warto$¢ ilorazu pochodnych

T

Odpowiedz: 72

267. Funkcje f,g:R — R s okreSlone wzorami
flz)=e"" oraz g(z)=¢e"

Podaj wartos¢ ilorazu pochodnych
F(0)
gt%(0)

Odpowiedz: 6

268. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem
flz)=¢"".
Podaj warto$é f©39(0).
Odpowiedz: 30!/15!

269. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem
flz)=¢".
Podaj wartosé f9(0).
Odpowiedz: 30!/10!
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270. Podaj wartos¢ granicy
99n 1

=2 +kn

lim
n—oo

Odpowiedz: 18

271. Podaj wartos¢ granicy
30n 1

li —_—
0o kZ::l Vn?+4kn
Odpowiedz: 5

272. Podaj warto$¢ granicy
In

) n
A 30 o
k=n+1
Odpowiedz: 8/9
273. Podaj wartos¢ granicy
) 11n n?
dm > o5
k=n+1

Odpowiedz: 60/121

274. Dla podanej liczby b podaj w postaci przedziatu zbior wszystkich takich liczb
rzeczywistych a, ze potegowy szereg zespolony
00 Z3n
jest zbiezny dla z = a+ bi.
Uwaga: Istotng czescig zadania jest okreslenie przynaleznosci do przedziatu jego koncow.

2.2 1 1]

a) b:O, ac [—1, 1) b) b:T, ac |:—3, 5-
3 11 1 3 V3]

c) b:£, ae(—, ] d) b=-, ac —£,£
2 2’ 2 2 27 2 |

275. Wiadomo, ze dla funkcji rézniczkowalnej f:[a, b] — R, gdzie 0 <a < b, pole
powierzchni powstatej przez obrét krzywej

{(z, f(2)): z€la, O]}
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wokot osi OY (krzywa jest w plaszezyZznie XY') jest rowne
b

277-/a:~ 1+ (f'(x))* dx

a

Wyznaczy¢ pole powierzchni (fragmentu paraboloidy obrotowej)

{(aj, Y, 2): x2+y2:z<7} )

Wiskazéwka: Dana w zadaniu powierzchnia obrotowa powstaje przez obrét wokot
osi OZ tuku paraboli o réwnaniu z =22, 0 < <???, umieszczonego w plaszczyznie X Z.
Rozwigzanie:

Poniewaz dana w zadaniu paraboloida obrotowa powstaje przez obrot wokét osi OZ tuku
paraboli o réwnaniu z =22, 0 < z < /7, umieszczonego w plaszczyznie X Z, przyjmiemy
w podanym wzorze f(z)=x% a=0, b=+/T.

Biorac pod uwage, ze f'(x) =2z oraz wykonujac po drodze podstawienie ¢t = 1+ 4z2

czyli formalnie dt = 8x dx, otrzymujemy:

b VT
2
27?-/$-\/1—|—(f’(:v))2d:v:27r-/ac-\/1—|—4x2dac:— /\/_dt—g 3 3/
a 0

29

29

t=1

T
_ 32
6

_Togy2_T_T
6 6 6

-(29v29-1) .

t=1

Odpowiedz:
Pole danej w zadaniu powierzchni obrotowej jest rowne — (29\/ )

3
276. Obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej /15:10-\/x—|—1 dr podajac wynik w postaci
0

liczby catkowitej.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
t=Vx+1, r=t*—1
i formalnie
dx =2t dt.

Ponadto =0 odpowiada t =1, a x =3 odpowiada t =2, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 3] odpowiada przedziatowi
tell, 2].

Otrzymujemy
o 3 ?
/1537 VI+1ds= /15 £2—1)-1-2t dt = 30- /t4 2dt=30-| = —= -
503
32-1 8—1
:30~<5—3>:6~31—10.7:186—70:116.
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Odpowiedz: Podana caltka oznaczona ma warto$é¢ 116.

- xdr
277. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej / —————— . Pamigtaé¢ o uproszczeniu wy-
x2—2r+2
niku.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowe;j
1

/ rdr rdr / rdr

2_ — ) 2 - 12 ’
) =2w+2 Ja?-2z+1+1 J (z—-1)>+1
a nastepnie wykonujemy podstawienie
t=x—1, r=1t+1

1 formalnie

dr =dt.

Ponadto x=0 odpowiada t=—1, a x=1 odpowiada t =0, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 1] odpowiada przedziatowi
€[-1,0].

Otrzymujemy
/1 xdx /O(t+1)dt:/0 tdt +/° dt
; Joe+1 e+l P+
(241 "
= (2 ) + (arctgt ) =
t=—1 t=—1
Inl In2 In2 —T
= —7+arctg0—arctg( 1)=0— 7+0_T =
2 7
=+
In2 =
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 5 + 1

278. Obliczy¢ catke nieoznaczona / -
x3—x

Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:

11 A +B+D
-2 (z—1)-22 -1
l1=A-2°+B-(x—1)+D-(x—1) -z

1=Az*4+ Bz — B+ Dz*— Dz,
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0 = A+D
0 = B-D
1 = -8B,
skad B=—-1,D=—-11A=1. W konsekwencji
1
/x?’—xQ_/x 1—;——dm-1n|x 1|—|———ln|x|+C

279. Obliczy¢ wartosé granicy (ciagu)

I L, 4 9 LK )
n—oo\nd4+1 n3+8 n34+27 n3+ k3 n3+8n?
Rozwigzanie:

Przeksztatcenie danej w zadaniu granicy prowadzi do

2
2n kQ 1 2n (E) (1 2n k )
lim T NI GV IS T f<> |
n—>ookz::1n3_|_k3 n—0oo (n kz:11+<7lz>3 n—oo \ n 1921 n

ZE2

fl@)= 1+a3
Poniewaz uzyskana granica jest granicg ciggu sum Riemanna dla funkcji ciggtej f na
przedziale [0, 2] odpowiadajacych podzialom tego przedziatu na 2n przedziatéw dlugosci
1/n, mozemy zapisaé jej wartos¢ w postaci podanej nizej catki oznaczonej. Korzystajac
ze Wzoru

gdzie

g'(x)

dr=In|g(z)|+C
L da=lnlg(a)
obliczamy wartos¢ tej catki:

a2dr 1 7 3a2 dr
0/x3+1_3'~/ P13 ln)x —i—l‘

1 21
g-(ln9—lnl) = —ng

=0

2In3
Odpowiedz: Podana granica ma warto$é =

V3
280. Obliczy¢ wartos¢ calki oznaczonej / z3-arctgr dz. Doprowadzi¢ wynik do po-
0

staci w-m, gdzie w liczbg wymierna.

Rozwigzanie:
Calkujac przez czesci otrzymujemy
V3
fs tord z? ¢ \//§I4 1 dx t6/3 1 3x —1+1 i
x”-arctgr de = — -arctgr — | —- -arc —= =
/ s T T R VT T
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V3
9 1732 - P O
- . . o — r=———-| ——xT+arctgr =
13717 1+a2? 1 4|3 1
3 1 3m w 8w 2w

3 2
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 5

00 SiIlZOl? n2016
281. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu » | — o7
n=1 T / +n /
Rozwigzanie:
Skorzystamy z kryterium zbiezno$ci bezwzglednej oraz z kryterium poréwnawczego:

2017 ,,2016

3 -2017 ,,2016
| sin n 0 ‘sm n ’ o) 1 00 1 0o 1
V= /" e < _
nE::l n2/3+n3/2 —1 77/2/3+TI,3/2 \712::1”2/3—1—713/2 \n§::10_|_n3/2 n}j:l n3/2 <+OO,
bo 3/2>1.

282. Obliczy¢ catke nieoznaczona / e* .sin3x dx .

Rozwigzanie:

Oznaczamy dana caltke przez I(z) i catkujemy dwukrotnie przez czesci:
2x 2x 2

T.sindx 3
I(x)Z/e2x-sin3xdx:%-sin3x—/%-3cos3xdx:ﬂ - [ €**-cos3x dr =

2 2
2z | o3 3 3 2x 2
_Hoinde 3, (62.C033x_/€2~(—3sin3x) dx) -
2T | o3 3 3. 2x | 3 9 2z | o3 3 3. 2z | 3 9
:e S21H :U— ¢ 4COS x—z 62x-Sin3$dZE:€ SQIH x_ c 4COS x_Z'](gj)’

co prowadzi do
4-1(x)=2-*-sin3x—3-e*-cos3x—9-I(z),

skad
I(x)= 2-6227-sin3x1—33~62$~cos3x Lo

283. Obliczy¢ granice (ciagu)

M
Rozwigzanie:
Stosujac kryterium d’Alemberta lub Cauchy’ego dla ciagdéw otrzymujemy
' 0000
A g = i e =0
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Standardowe rachunki sg tu pominiete, ale w rozwigzaniu musza sie znalezé
wraz z powolaniem sie na odpowiednie kryterium.

Wobec tego
VeTnl 2 \3/1+"“ Y1+ Y110
lim lim —————— = lim 5 =
ne R 0 e gn [ e 1 /TR

284. Funkcja rézniczkowalna f:R—R ma pochodng dana wzorem f’(z)=|z|. Ponadto
wiadomo, ze f(—1)=—1. Wyznaczy¢ f(1).

Rozwigzanie:
Poniewaz
—z dla z¢€(—o0,0)
f'(x) =
z dla z€l0, +o0)
otrzymujemy
2
T 40 dla ze (—o0, 0)
2
fz)= )

%+D dla z €0, +o0)

Przy tym ciaglos¢ funkeji f w punkcie 0 wymaga zgodnosci wartosci okreslonych
podanymi wyzej wzorami dla x =0, czyli musi zachodzi¢ réwnos¢ C'= D.
Warunek f(—1)=—1 sprowadza si¢ do C'=—1/2.

Ostatecznie
2 1
———— dla z€(-00,0)
] T2
f(l') - Q}'Q 1
S |
53 dla z €0, +00)
Zatem f(1)=
64 o

285. Obliczy¢ catke oznaczona / =
) Vot
Rozwigzanie:
Wykonuj@c podstawienie x =15 i formalnie dz = 6t° dt, otrzymujemy'

610 dt 13 dt 31 1
=6- =6- dt=6-[t?—t+1———dt=
/\/_+\/_ /t3+t2 1/t+1 /t+1 t+1 / T t+1

=2t —3t°+6t—6Injt+1]| =16—12+12—6In3—2+3—6+6In2=11—6In3+6In2.

t=1

2
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ 11 —6Iln3+46ln2 =11 +61n§.
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286. Obliczy¢ granice (ciagu)
55n

JLrgonp-Z VvVn+vIn+k
k=1

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

55n

1 957 1 95n
n? > VAVt k=nP =3 ViVt k=npt 0N 1+‘/9+§:
k=1 n p=1 n = n
1 95n k
_pt5/4 T, =~
et )
gdzie f(z)=V1+v9+u.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggla, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciggowi podzialéw przedziatu catkowania na 55n przedziatow rownej dtugo-
sci 1/n daza do calki oznaczonej, przy obliczaniu ktérej korzytsamy z podstawienia

t=V14+v9+zx, czyli z= (t2—1>2—9:t4—2t2—8 i formalnie dz = (4t3—4t> dt.

55n

55 55 3 3
lim 1-Zf<:z> = [f@)de= [Vi4+V+ade= [t (47 —at) dt=4- [~ dt =
0 0 2 2

. <t5_t3> . (243—32_27—8)_ (211_19)_4 63395 _, 538 _
o\s 3/ 5 3 ) " \5 3) ~ 1, 15
2152
15

Powyzsza wartos¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nPT°/4 bedzie réwny 0, czyli dla p=—5/4.

Odpowiedz: Dla p=—5/4 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 2152/15.

287. Obliczy¢ catke nieoznaczona

/:cQ- Vr+1dz.

Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie t = /2 + 1, czyli z=1>—1 i formalnie dx = 3t> dt, otrzymujemy
s Y de= [(P—1)t32dt =3 [0 -2+ par—3 (2 ) yoo
/$- x+ ZL‘—/(—)" —'/ - + —'T0—7+Z+ -
30 67 3t 3-(x+1)"" 6-(z4+1)"*  3-(x+1)Y
3067 3 3@ )P G ) 3 @)
10 7 4 10 7 4

Uwaga: Mozna tez catkowaé przez czesci.
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288. Obliczy¢ catke oznaczong

e

2 .
1/:L‘ Inz dx

Rozwigzanie:

Wykonujac catkowanie przez czesci otrzymujemy:

e 3 31 301 ¢ 3 3¢
/xQ-lnxdx—x—-lnx —/x— —d ze——f-/xdeze—— r =
3 z 3 3 3 9
1 r=1 1 rx=1
G 63+1_263+1
3 9 9 9 9
23 1

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ o +—.

9

289. Obliczy¢ granice

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
nontk 1 & 1+k/n 1 & (K
> s *Z _'Zf<>,
on?+kr on D14+ (k/n)? on 20 \n
1+x
dzi =—.
Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciaggowi podziatéw przedziatu catkowania na przedzialty rownej dtugosci daza

do catki oznaczonej:
1

In (1+ 22
hm— Zf( ) /f dx— 7dx—arctgx+w =
n—oo n =1 2 0

B t1+12 o) ln2_7r+ln2
= arctg 5 —arctg 5 =1t 5

Otrzymujemy wiec
" n+k 7w In2
li —_—=—+—.

290. Funkcja ciagta f:R— R jest dwukrotnie rézniczkowalna na zbiorze R\ {3}, a jej
pochodna drugiego rzedu jest dana wzorem

ff(x)y=2 dla zeR\{3}.
Ponadto wiadomo, ze f(z) =z dla x € {0, 2, 4}. Wyznaczy¢ f(5).

Rozwigzanie:
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Poniewaz

d2

dz?
a funkcjami o drugiej pochodnej réwnej 0 sa funkcje liniowe, funkcja f jest okreslona
wzorem

=2,

v+ Ar+B dla z¢€(—o0,3)
[z :{ (*)

2?4+ Cr+D dla z€[3, +00)

Przy tym ciagtos¢ funkeji f w punkcie 3 wymaga zgodnosci wartosci okreslonych poda-
nymi wyzej wzorami dla =3, czyli musi zachodzi¢ réwnosé

3A+B=3C+D. (&)
Warunki f(z) ==z dla z € {0, 2, 4} sprowadzaja si¢ odpowiednio do
0=B, ()
2=4+2A+B, (@)
4=16+4C+D. (W)

Rozwiazanie ukladu otrzymanych czterech réwnan (&), (), (V) i (#) prowadzi do
A=-1, B=0, C=-9, D=2,

Ostatecznie

fx)=

L dla z€(—o0,3)
22 —9z+24 dla x€[3, +00)

Zatem f(5)=

291. Obliczy¢ catke oznaczong

9
/arctg{l/i dx .
1

Pamietaj o uproszczeniu wyniku.
Rozwigzanie:
Podstawiamy x =t*, czyli formalnie dx = 4¢3 dt:
9

V3
/arctgf‘/}dx = /4t3-arctgt dt .
1 1

Nastepnie wykonujemy catkowanie przez czesci:

V3 V3 /3
/ A3 arctgt dt = 14 - arctgt o / Ay =
V3.4 V3
" —1+1 T )
9.arctg\/§—arctg1—l/t2+ld =9 g—7- l/t
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) V3

S t+arctgt
=3r———| = —t+arc

1|3 &

t=1

:37T—Z—(3?:/_ \/_+arctg\/§——+1 arctgl):

2_gn 2
.

=3r——— - ——3 .
s \/_—l-\/_ 3 3

T
34_ 3

2
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ ?ﬂ —3

292. Obliczy¢ granice (ciagu)
T}Lrgonp- (é/n—i—l—i— In+24+In+3+In+a+.. +V—2+8n—1+ \3/8n)
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

n 1 ™ 1 Tn k 1 ™ k
SonPVntk=nP = Vntk=ntt3 20N 13/1+:np+4/3--2f<1+> ,
k=1 n =1 n =1 n nog=1 n
gdzie f(z)= Jw.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-

dajace ciaggowi podzialow przedzialu catkowania na 7n przedziatéw rownej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej:

hmzf(H) /f )dz = /\/_dx——

n—>00n k=1

3 3 3 45

z=1
Powyzsza wartos¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu n?T4/3 bedzie réwny 0, czyli dla p=—4/3.

Odpowiedz: Dla p=—4/3 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 45/4.
293. W kazdym z zadan 293.1-293.5 podaj w postaci uproszczonej norme supremum

funkcji f okreslonej podanym wzorem w podanej dziedzinie.
Przypomnienie: || f|| =sup{|f(z)|: v € Dy}.

293.1. f(z)=2"-5, D;=(-1,3), |f|l=5

293.2. f(z)=2"—15, D;=(-1,3), |f||=16

1

293.3. f(2)= 5 5 %

Dy=R, |fl=1/4
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1

293.4. f(r)= 5 —= Di=R|fl=1
1

203.5. f(z)= 5= Di=R, |If=4/3

294. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
3

dx
1/1—|— Va2 —4dr+4°

Doprowadzi¢ wynik do postaci niezawierajacej ,arctg”.

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze

/3 dx _/ dx
[ 1+ V22 —dz+4 ] 1+ (Yz—2)°

i wykonujemy podstawienie t=/z — 2, czyli t=t>+2 i formalnie dv=3t>dt. Otrzymujemy
3

/ du _ 13t2dt_3 /t2+1_1dt_3‘_/11dt_3'_/111jl_ttg:

V14 (Ya—2)" 1+ 1+12
1
T 3T
:6—3~(arctgt ):6—3-arctg1+3‘arctg(—1):6—3'4+3 e —6—7.
t=—1

3
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 6— o

295. Obliczy¢ sume szeregu
> n
nz::l nt4+4"
Wskazéwka: nt+4= (n®>—2n+2)-(n’+2n+2).

Rozwigzanie:

Roztézmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:
no n ~ An+B n Cn+D
ni+4  (n2—2n+2)-n24+2n+2) n2—-2n+2 n2+2n+2’
=(An+B)- <n2+2n—|—2) +(Cn+D)- (n2 —2n+2) :

n=An>+2An*+2An+ Bn®>+2Bn+2B +Cn® —2Cn*+2Cn+ Dn*> —2Dn+2D |

0 = 2B+2D, (n°)
1 = 24A+2B+2C-2D, (n')
0 = 2A+B-2C+D, (n?)
0 = A+C. (n?)
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Z pierwszego i czwartego rownania dostajemy odpowiednio D=—B oraz C'=—A, co pro-
wadzi kolejno do
1 = 2A+2B—-2A+2B,
{ 0 = 2A+B+2A-B,

1 = 4B,
= 4A

B=1/4, D=-1/4, A=C=0.

Y

Zatem
no 1/4 /4 1/4 1/4
nitd n2—2n42 n2+2n+2 (n—12+1 (n+1)24+1°
W konsekwencji sumy czedciowe danego szeregu wyrazaja sie wzorem
N 1/4 1/4

n;nfwz,é<(n—1)2+1_(n+1)2+1):
:< 1/4  1/4 >+( /4 1/4 )+< 14 1/4 >+

0241 2241 1241 3241 2241 4241

1/4 1/4 1/4 1/4
+<(N—3)2+1 B (N—1)2+1> +<(N—2)2+1 _N2+1) *
( 1/4 1/4 ): /4 1/4 1/4 1/4 3

(N—1)2+1 (N+1)2+1) 0241 1241 N2+1 (N+12+1 8
przy N — oc.

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest réwna 3/8.

296. Obliczy¢ sume szeregu
o0 (—1)”“_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 T a0 6 s a6 T a0 ed el 100 121 144 160
Wolno skorzysta¢ bez dowodu z rownosci
o 1 7T2
n=1 ﬁ - g '
Rozwigzanie:

Poniewaz dany szereg jest bezwzglednie zbiezny, mozemy beztrosko zmieniaé¢ kolejnosé
jego wyrazéw, a nawet rozdziela¢ go na sume dwoéch szeregow. W konsekwencji otrzy-
mujemy

W(Um_i 1 i 1_§ 1 +§ 1 2§ I
n=1 n? n=1 (Qn_ 1)2 n=1 (2n)2 n=1 (2”— 1)2 n=1 (2n)2 n=1 (2%)2
> 1 1 &1 1 1 =21 11 17 x?
= ——2-7- _— = _ _— = = _— = — . — = —
ngl n? 4 =in? nzz:l n* 2 ngl n* 2 .5n* 2 6 1
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00 (_1 n+1 7T2
Odpowiedz: Suma szeregu » —5— Jjest réwna 17
n=1 n
297. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
i (=)™ (4n—3)-(4n+1)
= (3n—2)-3n+1)-(3n+4) "

Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium

Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.

Sprawdzamy to nastepujaco:

lim

(n=3)-(nt1) . (4=3)-(4+7):

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosngcy.

% (3n—2)- (3n+1)-(Bn+4) o (3-2).(3+1)(3

Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze

dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢

(4n—3)-(4n+1) < (4n+1)-(4n+5)

(3n—2)-(3n+1)-(3n+4) " (B3n+1)-(3n+4)-(3n+7)’

co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
dn—3 _ 4n+35

> ;
3n—2" 3n+7

(4n—3)-(3n+T7)

12n%+19n—21

>1
12n>11,

> (4n+5)-(3n—2),
12n2+28n—9n—21>12n* —8n+15n—10,
2n?+7n—10,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza

o szeregach naprzemiennych.

298. Funkcja f: (1, +00) — R jest okreslona wzorem

T

fz)= / (logyt — 3)'7 dt .

1

Wyznaczy¢ punkt, w ktérym f osiaga najmniejsza wartosc.

Rozwigzanie:
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Poniewaz f'(z)=(logyz —3)*°"", mamy f’(z) <0 dlaze(1,8) oraz f'(z)>0 dla z>8. Stad
wniosek, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (1, 8) i rosnaca w przedziale (8, +00),
a zatem osigga najmniejszg warto$¢ w punkcie 8.

Odpowiedz: Dana w zadaniu funkcja osigga najmniejszag warto$¢ w punkcie 8.

299. Obliczy¢ wartos¢ caltki oznaczonej
5

/ dx
" x2—4x+5’

a nastepnie doprowadzi¢ wynik do postaci wm, gdzie w jest liczbg wymierng.
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie t =x —2 i formalnie dx =dt otrzymujemy

5 5 3 3

/ dx B / dx B / dt -
J 2 —drt5 ) w2241 Jerr UOF

=arctg3 —arctg(—2) =
t=—2

3
=arctg3d +arctg2 = arg(1+3i) +arg(1+2i) = arg <(1 +3i)(1 +2z’)) =arg(—5+5i) = Zﬂ :

Nalezy zauwazy¢, ze ze wzgledu na niejednoznacznos¢ argumentu mogliémy popetnié

btad bedacy wielokrotnoscia 27. Jednak ze wzgledu na oszacowania

% <arctg2 < g
oraz - .

1 <arctgd < 5
otrzymujemy

g < arctg2+arctgd <,

co pokazuje, ze otrzymany wynik jest poprawny (dodanie lub odjecie 2 wyprowadzitoby
g0 poza otrzymane powyzej oszacowania).

Odpowiedz: Podana catka ma warto$¢ 3m /4.

300. Obliczy¢ wartosé calki oznaczonej

/7 4x d
o (x+1)? -
podajac wynik w postaci liczby catkowite;j.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
t=vVa+1, r=t>—1
i formalnie

dx = 3t2 dt.
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Ponadto =0 odpowiada t =1, a x =7 odpowiada t =2, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 7] odpowiada przedziatowi
tell, 2]

Otrzymujemy
2

[

16—-1 15 4 11
=12\ ——=2-1))=12-| ——~ | =12- — .
)

4

¢
) 32qi—12. /t3 1dt=12- (4—t

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 33.

301. Obliczy¢ wartos$¢ catki oznaczone;j
6

dx
1/ 3 +3x2+ 21
Zapisa¢ wynik w postaci Inw, gdzie w jest liczba wymierna.
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:

I 1 4, B C
w34+3r2422  x-(z+1)-(z+2) =z 2+l z+2’
1=A-(z+1)-(z+2)+B-z-(z+2)+C-z-(x+1). (Q)

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie
porownujac wspodtezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno

r=0, r=—1, r=—2 otrzymujac odpowiednio
1
1=2A, skad A—§
1=—B, skad B=-1,
1
1=2C, skad 0_5
Wobec tego
6 6 6
dx 1/2 1 1/2 In|z| In|z 42|
—_—— = — = dr = —1 |+ —— =
/x3+3x2+2x / x x+1+x—|—2 v 2 nlet+1l+ 2 »
ln6 7+ In8 ln1+12 ln3_ln2+ln3 3-1n2 ln3
g Ty Ty Ty T Ty

:3-1n2—1n7:ln8—1n7:1n§ .
- 1.8
Odpowiedz: Podana catka ma wartosé¢ In—.
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302. Obliczy¢ catke nieoznaczong,

/ dx
224+ 2x+50 "
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy dang catke i wykonujemy kolejno podstawienia y =x+1 oraz t =y/7:

/ dx / dx dy Tdt
x2—|—2x+50 (x+1) 2449/ y +49 49(y/7)? 149 J 492449

arctgt _arctg(y/7) _arctg((z+1)/7)
= /t2 +O="H 0= - +C.

303. Obliczy¢ wartos¢ calki oznaczonej
2

/ rcosxdr.
0
Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.

Rozwigzanie:

Sposob I: (rzemieslniczy)
Wykonujemy catkowanie przez czesci:

27 2m 27 27
/:ECOSZL‘d$:$-SiD[E —/sin$d:v:()—0—/sina:d:v:0

gdyz caltka z sinusa po pelnym okresie jest réwna 0.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 0.

Sposdb II: (pomystowy)
Wykonujac podstawienie x =t+m, czyli t =x —m, otrzymujemy:

27 ™ by

xecosrdr= [ (t+m)cos(t+m)dt= (t+m)costdt=— [ tcostdt—m [ costdt.
Frosoio | ] Jranta—s ]

—T —T

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy zauwazyc¢, ze catka / tcostdt jest réwna 0 jako

—T
s

catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera, a catka / costdt

jest rowna 0 jako catka z cosinusa po pelnym okresie.
304. Obliczy¢ wartos¢ calki niewtasciwej
e}
/ dx
e

lub wykazac, ze caltka ta jest rozbiezna.

Rozwigzanie:
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Rozktadajac funkcj@ podcalkoweg na sume utamkow prostych otrzymujemy:
70 dr /7 _
S 2 +x B (x+1)

‘—lnl—ln
2

o0

=In

dx =In|z| —In|z+1|

=
z+1

z+1

lim x‘+ln2—ln|1\—|—ln2—ln2.
oo r 41

Odpowiedz: Podana catka niewltasciwa jest zbiezna i ma wartosé¢ In2.

305. Obliczy¢ wartosé catki niewtasciwej

Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
20+1 1 _A:B+B+C+D
ria? (2241)-22 2241 2 22’

20+1=(Az+B)-2°+C - <x2+1> +D- (w2+1) ,
20 4+1= Az + Ba* + C2* +Cx+ Dz’ + D,
0 = A+C

= B+D

= C

= D

=N O

Stad otrzymujemy A=—-21i B=—1.
Wobec tego

o0

T or+1 1 2 1
/:1:4—1—:62 _/_372—1—1 x2+1+*+fd:c——ln<x —|—1)—arctg:c+21n]a:\——

=3

1 7 1
= lim (—arct li —— lim 1 In4 tgv3—2InvV3+—==
lim (—arc g$)+zgrgo< x) + lim n(x +1> +1In4 + arctgy/3 — 2Inv/3 + 7

T 0+Inl+ 2~ 41 <4> L_1 7, (4>
= —— n n n .
2 3 V3 V3 6 3

1 4
Odpowiedz: Dana w zadaniu calka jest zbiezna i ma wartos¢ \/§ g—i-ln (3)
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306. W kazdym z zadan 306.1-306.20 podaj sume szeregu (moze by¢ liczba rzeczy-

wista albo jednym z symboli 400 i —00).

. 6
Niech a,, = —. Wowczas:
n

306.1. > a,= +oo

n=1

306.2. > 2% =+o0

n=1

306.3. > (a,—a,:+1)=6
n=1

306.4. > (ap—ani2)=9

n=1

[V]¢

306.5. > (a,—anys) =11

T
[y

306.6. Z (G/n+1 — an+2) =3

n=1

306.7. Z (an+1 — an+3) =5

306.8. z (an+2 — an+3> =2

n=1 n=1

306.9. nil (ar —a;, ) =36 306.10. nil (a7 —a;,,) =45

306.11. né (a7 —a,3) =49 306.12. é (a7 1 —ahy)=9

306.13. gjl (a2 —a) ) =13 306.14. gjl (aF y—al,5) =4

306.15. gjl (20n —20n+1) = 63 306.16. ni (20m — 20n+2) =70

306.17. é (20 —2010) =73 306.18. 21 (201 —gomiz) =7

306.19. 21 (2041 _9%45) — 10 306.20. 21 (2042 _9ns) — 3
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307. W kazdym z zadan 307.1-307.14 podaj sume szeregu w postaci liczby catkowitej
lub utamka nieskracalnego.

2
Niech a,, = on” Wiadomo, ze

Wobec tego:
307.1. ni (n+anst) =23/2
307.2. nﬁ; (an+anso) =21/2
307.3. ni_'fl (n— 1) =1/2
307.4. é (y— pyo) =32
307.5. 21 (a2 —a2,,)=1/4
307.6. é (a2 —a2,,)=5/4
307.7. 2 (4% — 4on+1) =1
307.8. 2 (4% — 4on+2) = 4
307.9. §_O;1 (9% — gon+1) = 2
307.10. i (9% —g+2) =10
307.11. i_'fl (16 — 16%+1) = 3
307.12. i_ojl (16 — 16™+2) = 18
307.13. i_ojl (VIT8a, — T+ 48,1, ) = 4
307.14. é (VI+48a, — 1+ 8Ba,s0) =10
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