Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

KOLOKWIUM nr 4 A, 7.06.2022, godz. 12:15-13:20

Zadanie 8a. (10 punktow)
Obliczy¢ warto$é catki niewtasciwej

=
x
1 Vr—1
podajac wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

t:\3/x—1, r=t3+1
i formalnie
dx = 3t% dt.

Ponadto =1 odpowiada t =0, a x =2 odpowiada t =1, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [1, 2] odpowiada przedziatowi
telo, 1].

Otrzymujemy caltke oznaczona (osobliwo$é na koricu przedziatu znika):

2 1 1 1
x tB+1 A
dr= [ ——=-3t*dt=3- [t*+tdt=3-| —+ — —
1/\3/:1;—1 v O/ t 0/ + (5+2 »
11 245 7 21
—3'(5+2>—3‘m—3'm—1o-

Odpowiedz: Podana catka ma warto$¢ 21/10.

Zadanie 9a. (10 punktow)
Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

0 Z4n

S

Poda¢ w postaci kartezjanskiej liczby zespolone uzyte do opisania obszaru zbieznosci.
Rozwigzanie:

Stosujac kryterium Cauchy’ego (mozna tez zastosowaé kryterium d’Alemberta) otrzy-

mujemy

E

~A4n |Z|4 |Zi

(" ¥nl 4 Ym A

Jezeli |2|*/4 < 1, czyli |2| < V/2, to dany szereg potegowy jest zbiezny.
Jesli za$ |z|*/4 > 1, czyli |2| > V/2, to jest on rozbiezny.

|
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Wobec tego promient zbieznosci szeregu jest rowny /2 i pozostaje zbadaé zbieznosé
na okregu ograniczajacym koto zbieznosci.

Niech wigc |z| = v/2. Wéwcezas dany szereg potegowy przyjmuje postaé

9] Z4n ST

gdzie w = z*/(—4) jest liczba zespolona o module 1.

Jezeli w+# 1, to powyzszy szereg jest zbiezny zgodnie z uogdlnieniem kryterium Leib-
niza o szeregach naprzemiennych.

Natomiast dla w =1 otrzymujemy szereg

S
a wiec rozbiezny.
Pozostaje rozwigza¢ réwnanie z4/(—4) =1, czyli 2% = —4.
Rozwigzania tego réwnania lezg na okregu o $srodku w zerze i promieniu v/2 w réwnych
odleglosciach katowych — maja argumenty kx/4 przy k=1,3,5,7.

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny w kole o $rodku w zerze i promieniu v/2
wraz z brzegiem oprocz czterech punktéw: +1+44.

Zadanie 10a. (10 punktéw)

Obliczy¢ wartosé caltki oznaczonej
7

/ dx
5 .
o 273
Uprosci¢ wynik do postaci niezawierajacej "arctg” — to uproszczenie jest istotna cze-
Scig zadania, bez ktorej mozna otrzymaé¢ maksymalnie 6 punktéw.

Rozwigzanie:
Podstawiajac © =t-/3, czyli t =2/4/3 i formalnie dz = +/3-dt otrzymujemy:

7/V3
/7dx_ 7//\/5\/3'(# ! arctg x / L (arctg ! arctg ( 2\/§)>
2= | mpiaT A =—=- = - =

7 (arctg \;_Jrarctg (2\/_)>

Skorzystamy ze wzoru
arctg r =arg(1l+xi),

gdzie arctg x jest argumentem liczby zespolonej 141, jesli przyjmiemy dodatkows umo-
we, ze w tym wypadku argument ten pochodzi z przedziatu (—m /2, 7/2).
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Dostajemy

arctg \Zg—l—arctg (2V3)=arg (1 + \%z) +arg (1 + 2\/52) =arg <<1 + éz) . (1 + 2\/§z)> =

—arg (1 — 14+ ;§i+2\/§i) —arg (—13+ j§i+ ﬁgz> —arg (—13+\1/3§z'> = 5g—|—2k7r.
Argument liczby zespolonej nie jest jednoznaczny, znamy go z dokladnoscig do wie-
lokrotnosci 27.
Jednak dodanie nieréwnosci
s 7T 0w
— <arctg —(= < =

4 V3 2

oraz . .
~ <arctg (2v/3) < =
4 2
daje
T <arct ! +arctg (2v/3) <
L L T,
2 53 &
skad
7 om
arctg — —+arctg (2v/3) = — .
i g(2V3) =

Odpowiedz: Podana catka ma wartosé on .
6-v3
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KOLOKWIUM nr 4B, 8.06.2022, godz. 16:15-17:20

Zadanie 8D (10 punktow)
Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej
2
/ - vr—1ldz
1
podajac wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

=Vr—1, r=t*+1

i formalnie
dx = 4t3 dt.

Ponadto =1 odpowiada t =0, a x =2 odpowiada t =1, przy czym zalezno$¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [1, 2] odpowiada przedziatowi
telo, 1].

Otrzymujemy

2 1 1 945
/:1:~4:1:—1d:c:/(t4+1)-t~4t3dt:4~ Battdt=4.| =42
1 0

1
0 9 o tO)

1 1 9+9 14 56
4 (o) =40 g
<9+5> 45 45 45

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma warto$¢ 56/45.

Zadanie 9D (10 punktow)

Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

70 dx
J x-(z+1)-(z+6)
Doprowadzi¢ wynik do postaci w-Inp+wv-1Ingq, gdzie p, ¢ sa liczbami pierwszymi, a w, v
liczbami wymiernymi.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 A B C

z-(x+1)-(x+6) E+x+1+x+6’
1=A-(x+1)-(z+6)+B-z-(x+6)+C-z-(z+1).
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Podstawiamy! za x wartosci 0, —1 i —6 otrzymujac odpowiednio

dla z=0 1=6-A, skad A=1/6,
dla z=—1 1=-5.B, skad B=-1/5,
dla z=—6 1=30-C, skad  C'=1/30.

Wobec tego?

i dz F1/6 1 1/30
[+ [P e

r+1)-(x+6) r  x+l x+6

1 (e.]

:%.(5.111|x|—6‘ln\x+1|+ln|x+6]) =
r=3

1 1
= (lim (30-(5-ln|x|—6~ln|x+1|+1n|x—|—6|)>> —%-(5-1113—6-1114—1—11&9):

1 /(.. 25 (z+6) 1

1 1+¢ 1
—_—.In 1im;ﬂc6 ——(7-In3—12-In2) =
30 =7 (141)° ) 30

i-lnl—i—g-11r12—l~1n3:2~1n2—l-1n3.

~ 30 30 30 5 30
. d 3 7/ . ’ 7 2
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma warto$¢ —-Iln2— %ln 3.
Uwaga: Catki
T1 71 71
/ —dx, / dx, / dx
x r+1 x+6
3 3 3
sg rozbiezne, a granice
lim In |z, Jim In |z +1], lim In [z +6|

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 00.

Uwaga: Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest istotna czescig zadania. Bez
tego zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku licz-
bowym (czyli musi zostaé¢ ocenione na co najwyzej 4 punkty).

Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, ulozyé uktad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspOlczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.

2 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Zadanie 10D. (10 punktéw)
Dowies¢, ze szereg o wyrazach zespolonych

[e's) 25
>

n
=1 (n40)%
jest zbiezny.

Rozwigzanie:

Stosujac kryterium poréwnawcze do szeregu warto$ci bezwzglednych wyrazéw danego
szeregu otrzymujemy

0o n25 [e’9) n25 o) n25 00 n25 0o
27| " B nri A a1 S 0~ e <

skad wynika, ze szereg wartosci bezwzglednych jest zbiezny.
Wobec tego na mocy kryterium zbieznosci bezwzglednej dla szeregéw zespolonych
dany w zadaniu szereg jest zbiezny.
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KOLOKWIUM nr 4S5, 7.06.2022, godz. 12:15-13:20

Zadanie 118. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ wszystkie wartosci rzeczywiste dodatnie parametru p, dla ktorych
2

!(xfl)p der=2.

Rozwigzanie:

Wykonujemy podstawienie t=x—1, x =t+1 i formalnie dz = dt.

Ponadto x=1 odpowiada t=0, a x=2 odpowiada t=1, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [1, 2] odpowiada przedziatowi
tel0, 1].

Otrzymujemy

2 1 1
/ xlpdx:/t)dt:/t1p+tpd#:
R g

1

U A 1 1
() L e
2-=p 1-p/|_, 2-p 1l-»p
2P '
( +1In t) =00 dla p=1
2—p
t=0
P ey |
_ ( n ) . dla 1<p<?
2—p 1-—p
t=0
ti=p
(ln t+ ) =00 dla p=2
l=p
t=0
A
( + ) =00 dla p>2
2—p 1-p
t=0
Pozostaje rozwigzaé¢ rownanie
1 n r 5
2-p 1-p 7

ktore kolejno przeksztatcamy do postaci:
1—p+2-p=2-(1-p)-(2-p),
3—2p=4—6p+2p*,
2p% —4dp+1=0,

co przy ograniczeniu p < 1 prowadzi do p=1——.

V2

1
Odpowiedz: Podana catka (niewlasciwa) ma wartosé¢ 2 dla p=1—

7
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Uwaga: Funkcja podcatkowa jest dodatnia, a mianownik mniejszy od 1. Zatem mia-
nownik maleje wraz ze wzrostem p, a funkcja podcatkowa i cata catka rosna.

Moral 1: Calka nie moze przyjmowac tej samej skonczonej wartosci dla réznych p,
wigc zadanie moze mieé¢ co najwyzej jedno rozwigzanie.

Morat 2: Jesli wyliczymy, ze calka jest rozbiezna dla p=1, to stad wynika, ze jest
rozbiezna dla wszystkich p > 1.

Zadanie 128S. (10 punktéw)

Obliczy¢ sume szeregu

Rozwigzanie:
Podstawiajac we wzorze

In(l+z)=> re(—1,1]
n=1 n
warto$¢ x = —1/2 otrzymujemy
x ]
In- =
" ngln-% ’
skad

<1
— In-=In2.
2 n g =

Odpowiedz: Dany szereg ma sume In 2.
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