Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

KOLOKWIUM nr 3 A, 24.05.2022, godz. 12:15-13:20

Zadanie DAL (10 punktéw)
Obliczy¢ wartos$¢ catki niewtasciwej

70 dx
) x-(x+2)-(z+7)
Doprowadzi¢ wynik do postaci w-Inp+wv-1Ingq, gdzie p, ¢ sa liczbami pierwszymi, a w, v
liczbami wymiernymi.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkéw prostych:
1 A B C

z-(x+2)-(x+7) ;+x+2+x+7’
1=A-(z+2)-(x+7)+B-z-(x+7)+C-z-(x+2).

Podstawiamy! za x wartosci 0, —2 i —7 otrzymujac odpowiednio

dla z=0 1=14-A, skad A=1/14,
dla o= —2 1=-10-B, skad B=-1/10,
dlaz=-7 1=35-C, skad  C'=1/35.
Wobec tego?
T T1/14 1/10 1
/ dx :/ / B /0+ /35d$:
r-(x4+2)-(x+7) r  x+2 T
1 o0
:%-(5-1n|x|—7-1n|:L‘—|—2|—i—2-1n|x+7|) =
=2

1 1
= <lim (70-(5-ln|:1:|—7-ln|$+2|+2-ln|$+7|)>> —%-(5-ln2—7-1n4+2-1n9):

T—00

1
:70.<hm In  (5-In2—14-In2+4-In3) =

x5-(:r—|—7)2> 1
B=00 (x+2)7

1
) ——(-9In2+4+4:In3) =

1 9 4 9 2
—7—0-1n1+7—0'1n2—%~1n3—7—0'1112—%1113.

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartos¢ 7% ‘In2— 35 -In 3.

Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, ulozyé uktad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.

2 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Uwaga: Calki

71 71 71
/— dx, / dx, / dx
x x+2 x+7
2 2 2
sg rozbiezne, a granice
lim In |z, lim In |z +2], lim In |z 47|

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 00.

Uwaga: Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest istotna czescig zadania. Bez
tego zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwiazane nawet przy poprawnym wyniku licz-
bowym (czyli musi zostaé¢ ocenione na co najwyzej 4 punkty).

Zadanie BQ. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje dwukrotnie rozniczkowalne f:R — R, ze

f"(r)=cos’z dla kazdego z€R.

Rozwigzanie:
Korzystajac z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednig tozsamosé trygonometrycz-
na.

Przyjmijmy 2z =cosx +isinxz. Wowczas

n . n . P A
" =cosnx+isinnr, 2z "=cosnr—isinnr, Ccosnr= 5
Zatem
5 242 1\° 4523410241027 452734275 cos5x+5~cos3x+5~cosx
cos’x = = _ .
2 32 16 16 8
W konsekwencji
, coSdT H-cos3T  D-COoST sinbx 5-sindx  5-sinx
f(z) 6 16 8 Tk T T8 °
oraz
sinbx 5-sindz 5-sinx cosbxr H-cosdxr H-cosx
= Cdr=-— — — Cx+D.
/(@) 0 T ag s TUMET 144 g Tort

Odpowiedz: Szukane funkcje majg postac

cosbxr H-cos3r H-cosx
=— — — D.
f(z) 100 o o +Cr+
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Zadanie T . (10 punktéw)
Dane sa takie ciagi (a,) i (b,) o wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze

> a,=9 oraz Y b,=25.
n=1 n=1
Udowodni¢ jedna z ponizszych nieréwnosci:
Z V anb, <17 (wersja latwiejsza za 6 punktow)
Z Van (wersja trudniejsza za 10 punktéw)
Wskazéwka: Skorzystaé z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczng i arytmetyczna.

Rozwigzanie:
7 nieréwno$ci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczng liczb a,, i b, otrzymujemy

Wd”gb”

Z\/anbn<z<&2 ) Z 2 > n:§+?:17,
n=1 n=1

co konczy rozwigzanie tatwiejszej wersji zadania.

Stad

7Z nieréwnogci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng liczb® 25a,, i 9b, otrzy-

mujemy
25a,, +9b,
V25a, -9, < 290n + 9bn :
2
czyli

25a,, +9b,,
Ve 30

3Poniewaz szeregi

ianzg oraz ibn:%
n=1

n=1

maja roézne sumy, liczby a, i b, nie moga by¢ réwne jednoczesnie dla wszystkich n, a wiec w nie-
rownosciach miedzy érednimi dla liczb a, i b, pozostanie nieco ”"luzu”. Aby uzyskaé¢ mozliwie mocna
nieréwno$cé, trzeba zastosowaé nieréwnosci miedzy srednimi do takich liczb, aby mialy one szanse by¢
jednoczesnie rowne. Poniewaz

oo oo
> 25-a,=225 oraz Yy 9-b, =225,
stosujemy nieréwnosci miedzy érednimi do liczb 25a,, i 9b,,. Réwnie dobrze mozna zauwazy¢, ze
> a b
n n
— =1 oraz —=1
>3 > 5%
n=1 n=1
i zastosowaé nier6wno$é miedzy $rednimi do liczb a,, /9 oraz b, /25.
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Stad
S > (5a, 3b, 5 X 3 X 5 3 15 15
abn <3 (22 427) 22 S g 2 S b= 294 95— 2 4 2 15,
S < (50 ) =g St g D= Vg B3

co konczy rozwigzanie trudniejszej wersji zadania.
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KOLOKWIUM nr 3B, 25.05.2022, godz. 16:15-17:20

Zadanie DD (10 punktéw)
Obliczy¢ wartos$¢ catki niewtasciwej

70 dx
Lz (r+4)- (z+10)
Doprowadzi¢ wynik do postaci w-Inp+wv-1Ingq, gdzie p, ¢ sa liczbami pierwszymi, a w, v
liczbami wymiernymi.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 A B C

z-(z+4)-(z+10) TR
1=A-(z+4)- (z+10)+B-z-(4+10)+C -z (x+4).

Podstawiamy? za x wartosci 0, —4 i —10 otrzymujac odpowiednio

dla z=0 1=40-A, skad A=1/40,
dla z = —4 1=-24-B, skad B=-1/24,
dla z=-10 1=60-C, skad C'=1/60.
Wobec tego®
/x-(a:—l—gﬂ-v(a:—i-l()):/1/;10_i/fi+;%/—6100d -

o0

1
:1—20~(3~1n\:c|—5-ln]x—|—4|+2-ln|x+1()])

=5

1 1
= (a}erolo (120-(3-1n|x|—5-1n|x+4|—|—2-1n|:t+10|))> —m-(3-1n5—5-1n9+2-1n15):

lim In

z3- (x+10)? 1
_ . oy n5-10-In3+2-1n3+2-1n5) =
150 <x—>oo @+ 1) ) (3:-In5—10-In3+2-In3+2-1nb)

~ 0

2
1 (141 1
—-ln(hm —m-(—8-1n3+5-1n5)—

120 @00 <1+4>5
1 8 5 1 1
=—Inl+—In3——-In5=—-In3——-In5.
120 Mg AT g A= g5 g Ind
In3 Inb
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé ?—5 — 2—4

4Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, utozyé uklad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspOlczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten uklad réwnan.

5 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Uwaga: Calki

71 ! 71
—d d d
/x “ /x+4 “ /x—l—lO .
5 5 5
sg rozbiezne, a granice
lim In |z], lim In |z +4], lim In |z +10]

sg nieskonczone, nie moga si¢ wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci co — 0o.

Uwaga: Poprawne wykonanie przejécia granicznego jest istotna czescia zadania. Bez
tego zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku licz-
bowym (czyli musi zostaé¢ ocenione na co najwyzej 4 punkty).

Zadanie BD. (10 punktow)
Wyznaczy¢ taka liczbe wymierna a >4, ze

rd “ d
/xgj—1:4/x2il'

2

Rozwigzanie:
Poniewaz
4 4
dx
/ =arctg x =arctg 4 —arctg 2
x?2+1

2 =2

oraz

a

/adm =arctg x

=arctg a —arctg 4,
/ 21 g g

r=4

pozostaje znalez¢ liczbe a speliajacg rownanie
arctg a —arctg 4 = arctg 4 —arctg 2,
czyli
arctg a =2-arctg 4 —arctg 2.
Poniewaz arctg t jest argumentem liczby zespolonej 14-t7, otrzymujemy
arctg a =2-arctg 4 —arctg 2=2-arctg 4+arctg (—2) =2-arg(1+4i) +arg(1—2i) =
=arg ((1+4i)*- (1—2i)) 4+ 2k = arg ((—15+8i) - (1 — 2i)) + 2km = arg (1 + 38i) + 2km =

= arctg 38+ 2km
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skad po uwzglednieniu nieréwnoéci®

0 < arctg 38 < g

0<2-arctgd—arctg2<m
wynika k=0 oraz a = 38.

Odpowiedz: Warunki zadania spelnia liczba a = 38.

Zadanie T D. (10 punktow)
Wiedzac, ze
= o

)3

obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmonicznego, w ktorej na przemian wystepuje
jeden wyraz dodatni i cztery ujemne:

1111111 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1

=In2,

12468310121416+518202224726283032
Rozwigzanie:

Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwazajac
tylko co pigtg sume czesciows. Otrzymujmy

n 1 4n (_1)’L+1 4n 1
S5n = . - -
zz::l 2i—1 z:zl 1221 i=n+1 21
o) (_ n+1
Skoro wiemy, ze » =1In 2, definicja zbieznosci szeregu daje
n=1

-1 i+1
JH&Z( ) =In2.

Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2z) otrzymujemy

4n 1 4n 1 1
lim —=lim — ) = lim — < ) /f
n—ee, i1 2 oo i=nt1 22/71 = = n+1

1n4 Inl In4

S = o2,
2 2 2

_/4da:_1n|x|
S22

6Korzystamy tu z nieréwnosci

r=1

™
O<arctgt<§

dla t >0 oraz z nieréwnosci arctg 4 > arctg 2.
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Ostatecznie

2n (_1)i+1 4n 1
lim S5, = lim | — — | =In2-In2=0.
nee mee\i=r 0 i1 21

Odpowiedz: Suma danego szeregu jest rowna 0.
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