Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

KOLOKWIUM nr 2A., 10.05.2022, godz. 12:15-13:00

Zadanie 3. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)
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dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
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Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podzialéw przedziatu catkowania na 4n przedziatéw réwnej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej, ktora obliczamy wykonujac podstawienie t = +/x, czyli x = t*

1 formalnie dx = 2t dt:
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t=0
Powyzsza wartos¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nP'/2 bedzie réwny 0, czyli dla p=—1/2.
Odpowiedz: Dla p=—1/2 dana w zadaniu granica ciggu jest réwna 4 —2-1n 3.
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Zadanie 4a. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego
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Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu potegowego traktowanego jako sze-
reg liczbowy z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
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Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw danego szeregu potegowego réwnej |z|.

Jezeli |x| <1, to szereg jest zbiezny.
Jezeli zas |x| > 1, to szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest rowny 1.

Dla x =1 otrzymujemy szereg, ktéry na mocy kryterium poréwnawczego jest rozbiez-

ny:
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Dla x = —1 otrzymujemy szereg

o V=2 (="

n=1 n
ktory jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

Vaan—2 3 2
lim ——— = lim /= —— =v0+0=0.

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos$é
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co kolejno jest rownowazne nieréwnosciom

V3n—2-(n+1)>vV3n+1-n,

I
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(B3n—2)-(n+1)*>(3n+1)-n?,
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skad wynika, ze dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny dla = —1 na mocy kryte-
rium Leibniza o szeregach naprzemiennych.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma przedzial zbieznosci [—1, 1).

Uwaga: Stosowanie kryterium d’Alemberta nie jest konieczne, ale jego unikanie nie
wydaje si¢ specjalnie praktyczne. Mozna bowiem wyobrazi¢ sobie naste¢pujace rozwigza-
nie:
e Jakims sposobem zgadujemy, ze promien zbieznosci jest rowny 1.
e Dowodzimy jak w przedstawionym rozwiazaniu, ze szereg jest rozbiezny dla z =1
i zbiezny dla z=—1.

e Przedstawiamy rozumowanie, z ktoérego wynika, ze jesli szereg potegowy jest rozbiezny
dla z =1 i zbiezny dla x = —1, to jego promien zbieznosci jest rowny 1.
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KOLOKWIUM nr 2B, 11.05.2022, godz. 16:15-17:00

Zadanie 3D (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)
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dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.
Rozwigzanie:
Przeksztalcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
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Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podzialow przedziatu catkowania na n przedzialow rownej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej, ktora obliczamy wykonujac podstawienie ¢t = /z, czyli x =3
i formalnie dx = 3t> dt
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Powyzsza wartos¢ bedzie granicg rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-

razeniu nP1/3 bedzie réwny 0, czyli dla p=—1/3.

3.7

Odpowiedz: Dla p=—1/3 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 3 — s

Kolokwium 2B -4 - Rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

Zadanie 4D (10 punktéw)
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
= (pn)l-a”
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dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni
i skonczony.

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy

z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
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Poniewaz w mianowniku wyrazenia pod znakiem granicy znajduje si¢ wielomian czwarte-
go stopnia, a w liczniku wielomian stopnia p, granica ta ma niezerowa skonczong wartosé
tylko w przypadku rownosci tych stopni, czyli p=4, co daje
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Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
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wyrazoéw szeregu (1) réwnej
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Jezeli <1, czyli |z| < 6347 to szereg (1) jest zbiezny.

e
64 -
Jezeli zas ]

e
>1, czyli |z| > 61 to szereg (1) jest rozbiezny.
e

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny 61

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p =4 promien zbieznosci 6—64.
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