Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2021/22

Egzamin, 30.06.2022, godz. 9:00-10:40

Zadanie D1 (10 punktow)

W kazdym z zadan 510-519 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki oznaczo-
nej.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

7 dx T dx 14
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Zadanie D2 (10 punktow)

Obliczy¢ wartosé catki niewtasciwej

o0

dz
8/x~(x+l)-(x+10) '

Doprowadzi¢ wynik do postaci w-Inp+wv-Inq, gdzie p, ¢ sa liczbami pierwszymi, a w, v
liczbami wymiernymi.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 A B C

z-(z+1)-(z+10) PR Tk
1=A-(z+1)-(z+10)+B-z-(x+10)+C-z-(z+1).

Podstawiamy! za x wartosci 0, —1 i —10 otrzymujac odpowiednio

dla =0 1=10-A, skad A=1/10,
dla z=-1 1=-9-B, skad B=-1/9,
dla z=-10 1=90-C, skad C'=1/90.

Wobec tego?

[e.o] o0

/ dx _/1/10_1/9 1/90 o
8x-(x+1)-(x+10)_8 r  z+l1 z+10 T

[e.9]

1
:%-(9-ln|x|—10-1n|x—|—1|+1n|x+10|)

=8

1 1
= (lim (-(9-ln|x|—10-1n|9€+1|—|—1n|x—|—10|)>> —%-(9-1n8—10-1n9+ln18):

: 2?- (x+10) 1

14120 1
= | tm e |- L (28-In2 - 18-1n3) =
0\ (141) 90

xT

| 28 18 14 1
———.Inl—=—:In2+—-n3=—"—-1n2+=--1In3.
go Mgy At gy =gy 2ty

14 1
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé T ‘In2+ 5 In 3.

'Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, ulozyé uktad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.

2 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Uwaga: Calki

[e.e] o o0

1 1 1
/— dx, / dx, / dx
T z+1 x+10
8 8 8
sg rozbiezne, a granice
Ilirgolnp:\, xlinololn\:vjtl\, xlirrololn|;1:+10|

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 0o.

Uwaga: Poprawne wykonanie przejécia granicznego jest istotna czescia zadania. Bez
tego zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku licz-
bowym (czyli musi zosta¢ ocenione na co najwyzej 4 punkty).

Zadanie O3 (10 punktow)
Obliczy¢ wartos¢ catki

4
/ln xdx.
2
Rozwigzanie:
Catkujac przez czesci otrzymujemy
4 4 4 4
/1-lnxdx:x-lna: —/m-ida::4~ln4—2-ln2—/1da::6-ln2—2.
2 =2 2 2
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Zadanie D4 (10 punktow)
Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki
160001
100-In 2 — v/z do = 798,292 596 921 596 397 ...
160000
jest mniejsza czy wicksza od

1
400-In20—400 — ——— = 292 21
00-1In20—400 3200 798,292 596 921 596 397

Rozwigzanie:
Roézniczkujac funkcje podcatkows

f(r)=100-Inx —/x

otrzymujemy
100 1
/ P
oraz i
100 1 —400+ /x
" _ Y _
f (x)— 22 4132 4.2 >0

dla z > 160 000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale [160 000, co).

Zatem wykres funkcji f dla x> 160000 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu
funkcji f w punkcie odpowiadajacym z =160 000. Poniewaz f’(160000) = —1/1600, dla
x> 160000 zachodzi nieré6wnosé

F(@) > £(160000)— 16100 (£ —160000) .

Szacujac catke przez pole trapezu ograniczonego od géry styczng do wykresu funkcji
podcatkowej otrzymujemy

160001 f£(160000) + (f(160 000) — ﬁ)

1
100-Inz— vz d — 1 -
00-Inz —/x dx > 5 £(160000) 3900
160000

=400-1n20 — 400 — —— .
001020~ 400 —

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki jest wieksza od podanej liczby.
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Zadanie DO (10 punktéw)

W kazdym z zadan 550-559 podaj w postaci uproszczonej wartosé¢ catki oznaczo-
nej.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

(@)
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0
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- R o
Przypomnienie: » 56
— N

Zadanie D0 (ZADANIE DODATKOWE)

Obliczy¢ sume szergu
> 1
Z 77,3 +n2 :

n=1

Wskazowka:

Roztozy¢ na utamki proste.
2

Odpowiedz: % ~1

Zadanie D'l (ZADANIE DODATKOWE)

Obliczy¢ sume szergu

Wskazowka:
Suma danego szeregu jest rowna
S | > 1 > 1
— - — +
e e S S G

Odpowiedz: %
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Egzamin, 30.06.2022, godz. 11:00-12:40
Zadanie 61 (10 punktéw)

Obliczy¢ warto$é catki
1

==t
_1x2+4x+7 v

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy tréojmian w mianowniku wykonujac po drodze podstawienia

t=x+2, dr=dt

oraz
s=t/\V3, t=s-v3, dt=+/3ds.
Otrzymujemy:
P,
—_— QT = —_— QT = _— =
J x2+4x+7 J, (x+2)2+43 / t2+3
V3 V3

1 arctg s
dt = /  \3ds=
2 33 VRS 3

_/31 _1(7f Ty
o (L V3 \3 6/ 63
13(¢§) 3 s V3 V3

s:l/\/?;
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Zadanie ©2 (10 punktow)

Obliczy¢ wartos¢ catki

/ dz
/ Jr+ 3w
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie t = §/z, czyli 2 =t'° i formalnie dz = 15-t'*dt.
Otrzymujemy
Pt — t
241

dx 14
/7:15-/761
) VIt ) o+t

1

1
to & #5 # 2 In(22+1)
:15-/t9—t7 r—t3 =15 |-y =
/ * 241 10 8+6 13 2
=0
s 1 1 1 1 1 In2 s 12—154+20—30+60 In2) 47 15-In2
N 0 8 6 4 2 2 ) 120 2/ 8 2
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Zadanie B3 (10 punktow)

Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

2
>
n=1

n!
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium d’Alemberta przy zatozeniu x # 0.
Otrzymujemy:

2
+1 (2n+2 4n+4 3n+3
(n+1)" -(nJrl) -<n+1)-x” -n!

(n+1)!-nn- (2:)2. (4:) L pdn

(2n+1)%(2n+2)2- (4n+1)- (4n+2)- (An+3)- (dn+4)- (1+ 1) Jz]* 9126 g2

(n+1)°-(3n+1)-(3n+2)-(3n+3)
212.¢.|z)? , 3 : .
—7 <1, ezyli |x| < ——=, to szereg jest zbiezny.

16- e’

> 1, ezyli |z| >

Jezeli

212' | ’3

27

Jesli natomiast

3
16- e

Odpowiedz: Promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest rowny

27

, to szereg jest rozbiezny.

_3
16- e
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Zadanie 04 (10 punktow)
Zapisa¢ liczbe
arctg 2-+arctg 5+arctg 8
w postaci niezawierajacej "arctg”.
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru
, T T
arctg z = arg(l+ix) € (—, )
2°2
otrzymujemy
arctg 2+ arctg 5+ arctg 8 = arg(1+2i) +arg(1+5:) +arg(1+8:) =

= arg ((1423)(1+50)(1+8i) ) = arg ((—9+7i)(1+8i) ) = arg(—65— 65i) = 51 + 2k .

Na podstawie oszacowan
T T
— <arctg2 < —,
1 S

T <arctg b < T

— <arc —

4 69575
oraz . .

— <arctg 8 < —

4 50575
otrzymujemy

3T 3T
T < arctg 2+ arctg b+ arctg 8 < -

skad wynika, ze k=0.

Odpowiedz: Podana liczba jest réwna 5m/4.
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Zadanie OO (10 punktéw)

W kazdym z zadan 650—659 podaj sume szeregu w postaci liczby catkowitej lub
utamka nieskracalnego.
Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

Wiadomo, ze

an="12
Wobec tego: '
650. ni(an ) =2 651. 21 (a2 —a2,,) =8
652. ni; (a3 —a?,))=26  653. ni; (a}—a,,) =80
654. ni (20— 9m+1) = 6
655. 21 (30 — 30+1) = 24
656. ni (4% — 4an+1) = 60
657. 21 (29— 9m+2) = §
658. 21 (30— 3m+2) = 30

659. 3 (4% —40t2) =72

T2
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Zadanie 00 (ZADANIE DODATKOWE)
Wyznaczy¢ najmniejszag warto$é¢ funkcji f okreslonej wzorem

f(x)—7 "

/ t104+1
Wskazowka:
Podstawienie t =1/s daje f(x)= f(8—x), a nier6wnosé¢ miedzy $rednimi daje
T
X 2 9
skad
f@)+f8-x)
4) < .
i !
. rd 7T
Odpowiedz: f(4)= 0

Zadanie 07 (ZADANIE DODATKOWE)

Dla odpowiednio dobranej wartosci parametru k£ udowodnié¢ nastepujace twierdzenie:
Niech (a,) bedzie malejacym ciagiem zbieznym do zera. Wowczas szereg

> an
n=1
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg
anan4 .
n=1

Wskazowka:
Stosujemy szacowania podobne jak dla szeregu harmonicznego czy kryterium zageszcza-

jacego.
Odpowiedz: k=3.
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