Kopce

Drzewo binarne T nazywamy zupefnym (complete tree), gdy na kazdym poziomie
(wytaczajac by¢ moze ostatni) T ma wszystkie mozliwe wezty, a wezty na ostatnim
poziomie s3 mozliwie najbardziej z lewej strony.

Wysokos¢ takiego drzewa zalezy logarytmicznie od liczby weztow.
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Od teraz pozwalamy, aby drzewa mogty by¢ puste.
Binarne drzewo zupetne (V,S), ktérego wezty przechowuja parami poréwnywalne
klucze nazywamy kopcem binarnym (binary heap), gdy

Vx,y € V (xXSy = klucz w x jest nie wiekszy od klucza w y).

Przyktad:

Inne nazwy: sterta, stog, kopiec minimum (min-heap). Jedli odwrécimy nieréwnosé:
kopiec maksimum (max-heap).
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Operacje na kopcu:
e insert_key(key): wtéz nowy wezet o zadanym kluczu.
e extract_min(): usun wezet z minimalnym kluczem i zwré¢ warto$¢ klucza.
e (opcjonalnie) decrease key(key, new_value): zmniejsz warto$¢ podanego klucza.
e (opcjonalnie) increase_key(key, new_value): zwieksz warto$¢ podanego klucza.

Wszystkie operacje musza zachowaé wtasno$¢ kopca: po dodaniu/usunieciu wezta lub
zmianie wartosci klucza trzeba dokonaé ,naprawy”.

W operacjach decrease_key, increase _key zaktadamy, ze klucze sg unikalne.
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Rozwazmy kopiec, w ktérym klucz w wezle t zastepujemy innym tak, ze niszczymy
wtasnos¢ kopca. S3 dwie mozliwosci:

@ Nowy klucz w t jest mniejszy, niz klucz w rodzicu t, lub

O Klucz w lewym lub prawym dziecku t jest mniejszy, niz nowy klucz w t.

Uwaga: Skoro przed operacja podmiany klucza drzewo byto kopcem, (a) i (b) nie
zajda jednoczednie.

W sytuacjach (a) i (b) naprawiamy kopiec przez ,kopcowanie” odpowiednio ,w gore”
lub ,w dot”.
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Naprawianie kopca (przyktady — tablica).

Kopcowanie w gére: kroki heapify_up(t):
@ Jedli t jest korzeniem kopca, koniec.

@ Jesli klucz w t jest mniejszy, niz klucz w rodzicu t:

@ Zamien miejscami klucze w t i rodzicu t
@ Wrd6¢ do kroku 1 zastepujac t przez jego rodzica.

Kopcowanie w dét: kroki heapify_down(t):
O Jedli klucz w t jest nie wiekszy, niz klucz w dowolnym dziecku t, koniec.

@ W przeciwnym wypadku, niech s bedzie dzieckiem t o minimalnym kluczu.

@ Zamien miejscami klucze w s i t.
@ Wrdc¢ do kroku 1 zastepujac t przez s.
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Kroki insert_key dla klucza key:
Q@ Wstaw nowy lis¢ t o kluczu key, tak, aby drzewo wciaz byto zupetne.

@ Wykonaj heapify_up na t.

Kroki extract_min:
© Zapisz klucz z korzenia kopca w x.
@ Przepisz klucz z ostatniego liscia kopca do korzenia i usun ten lisé.
© Wykonaj heapify_down na korzeniu kopca.

Q Zwrdd x.

(Przyktady — animacja)

Programowanie 2 (Python) 2023/2024 Grafy, c.d.



Kroki increase_key(key, new_value):
O Niech t: wezet z kluczem key. Zastap klucz w t przez new _value.
@ Wykonaj heapify_down na t.

Kroki decrease key(key, new_value):
© Niech t: wezet z kluczem key. Zastap klucz w t przez new_value.
@ Wykonaj heapify_up na t.
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Ztozonos$¢ operacji.

Fakt. Operacje heapify_down, heapify_up, insert_key, extract_min, increase_key,
decrease_key maja pesymistyczna ztozono$¢ ©O(log n), gdzie n to ilos¢ weztdéw w kopcu.

Dowdd: Kazdy krok algorytmu kopcowania w gére polega na poréwnaniu kluczy w
pewnych weztach i dokonaniu zamiany kluczy. Z kazda zamiang, wezet przeczacy
wiasnosci kopca przesuwa sie o jeden poziom w goére, lub algorytm konczy dziatanie.
Krokéw bedzie zatem nie wiecej niz wysokos$é drzewa. Podobnie dla kopcowania w doét.
Wszystkie pozostate dziatania na kopcu wykonuja stata liczbe operacji* i jedno
wywotanie heapify_down albo heapify_up.

* Staty czas tych operacji uzasadnimy za chwile.
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Ztozono$¢ operacji, c.d..
Inne operacje na kopcach: tworzenie kopca z listy, taczenie dwdch kopcodw.

Tworzenie i taczenie: u nas bedzie (pesymistycznie) ©(nlog n) — metoda Williamsa.
Optymalnie: da sie w ©(n).

Istnieja inne implementacje kopcdéw o lepszych ztozono$ciach, np. kopiec Fibonacciego:
extract_min w czasie ©(log n), pozostate operacje ©(1).
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Kopce

Kopce jako listy.
Zadajemy naturalne numerowanie (indeksowanie) weztéw w zupetnym drzewie
binarnym.

© (2)
ORNONNONNO
OOOOBL®B®®
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Indeks x-tego wezta (od lewej) na poziomie y: i = 2 + x — 1. Przyporzadkowanie
indeksu jest unikalne: w drzewie zupetnym o n weztach wezty otrzymuja indeksy
0,1,...n—1.

Z indeksu i mozna odzyskaé x i y.

Jesli wezet t ma indeks i, wtedy:
@ Rodzic t (jesli istnieje) ma indeks |(i — 1)/2].
@ Lewe dziecko (jesli istnieje) ma indeks 2 -/ + 1.
© Prawe dziecko (jedli istnieje) ma indeks 2 -/ + 2.

To pozwala na reprezentowanie kopca jako liste.

Zaleta: dostawienie nowego liScia (potrzebne przy insert_key): to samo, co dostawienie
elementu do listy (czas staty — a to uzasadnia dowdd ztozonosci operacji kopcowych).

(Implementacja: Pycharm...)
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Zastosowania kopcow

Heapsort (sortowanie przez kopcowanie): stwérz kopiec heap z listy Ist, nastepnie
wyciggaj minimalny element z heap az do wyczerpania.

Ztozono$¢: ©(nlog n) w przypadkach srednim i pesymistycznym, ©(n) w
optymistycznym (gdy klucze s3 réwne).

Ztozono$¢ pamieciowa: ©(n) dla pamietania kopca. Jesli wykorzystamy oryginalna liste
jako kopiec, jest to sortowanie w miegjscu.

Stabilnosé: NIE!

Bardzo wydajny algorytm, m.in. element Introsorta (hybrydy Quicksorta i Heapsorta).
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Zastosowania kopcow

Kolejka priorytetowa: struktura danych z operacjami ,wt6z" i ,wyjmij”. Kazdy
element jest wktadany do kolejki wraz z priorytetem. Elementy s3 wyciagane z kolejki
zgodnie z ich priorytetami.

Priorytetami moga by¢ dowolne parami poréwnywalne wartosci (liczby, napisy, etc.).

U nas: najpierw wyjmujemy elementy o najmniejszym (sic) priorytecie!

Przyktady kolejek priorytetowych:
O Kolejka: elementy wyciggamy w kolejnosci wktadania (priorytet: czas wtozenia).

@ Stos: elementy wyciggamy w kolejnosci odwrotnej (priorytet: minus czas
wtozenia).
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Zastosowania kopcow

Kolejka priorytetowa, c.d.

Zaktadamy, ze dane wktadane w kolejce s3 unikalne i poréwnywalne (mozna tatwo
pozby¢ sie tego zatozenia, np. tworzac klase przechowujaca dane z przetadowanymi
operatorami <, ==).

W typowej sytuacji dane beda liczbami, napisami etc.

Implementacja kolejki priorytetowej przez kopiec: kluczami w kopcu sa pary
(priorytet, dane). Te pary sa uporzadkowane leksykograficznie i mamy

priorytet; < priorytet, = (priorytet;, dane;) < (priorytety, daney).

Zatem extract_min zawsze wycigga pare o minimalnym priorytecie.

Programowanie 2 (Python) 2023/2024 Grafy, c.d.



Algorytm Dijkstry

Najkrétsza Sciezka w grafie wazonym.

Niech G = (V/, E, f) bedzie grafem skierowanym wazonym. W takim grafie dtugos¢
n

Sciezki (e1, e, ..., e,) definiujemy jako >;"_; f(e;) (suma wag krawedzi).

Zatézmy, ze wszystkie krawedzie w G maja wagi dodatnie! (graf jest dodatnio
wazony). Zadanie: dla wierzchotkéw u, v znalezé najkrétsza Sciezke z u do v.

Szczegblny przypadek: Ve € E f(e) = 1. Wtedy dtugos¢ Sciezki jest tozsama z
dtugoscia Sciezki w grafie niewazonym i mozna zastosowaé BFS.

W istocie wystarczy zatozy¢ tylko nieujemno$é wag .
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Algorytm Dijkstry

Idea algorytmu Dijkstry (u — wierzchotek zr6dtowy):

@ Trawersujemy graf w pewnej kolejnosci, odwiedzajac wierzchotki. Odwiedzone
wierzchotki zaznaczamy.

@ Wierzchotkom w grafie przypisujemy tymczasowa odlegtos¢ od wierzchotka
poczatkowego u. Jest ona zawsze nie mniejsza, niz odlegtosc faktyczna.
Poczatkowo ta odlegtosé wynosi 0 dla u i oo dla pozostatych wierzchotkéw.

© Odwiedzamy wierzchotki priorytetyzujac te o nizszej odlegtosci tymczasowej. Gdy
odwiedzamy wierzchotek, jego odlegtos¢ tymczasowa jest réwna prawdziwej
odlegtosci.

@ Odwiedzajac wierzchotek, zmniejszamy odlegto$¢ tymczasowa niektérych jego
sasiadéw (tj. relaksujemy ja). Po wykonaniu algorytmu odlegtos¢ tymczasowa
rowna sie faktycznej.
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Algorytm Dijkstry

Kroki dijkstra dla grafu (dodatnio wazonego) G i wierzchotka poczatkowego u:
@ Oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone.
@ Przypisz kazdemu wierzchotkowi odlegtos¢ tymczasowa co i 0 dla u.

© Dopodki sa nieodwiedzone wierzchotki (o skonczonej odlegtosci tymczasowej):

©® Wybierz nieodwiedzony wierzchotek t o najmniejszej tymczasowej odlegtosci.
@ Oznacz t jako odwiedzony.
© Dla kazdego nieodwiedzonego sasiada t’ wierzchotka t:

@ Niech / = (odlegto$¢ tymczasowa t) + (waga krawedzi (t,t)).
@ Jesdli | jest mniejsze niz odlegto$é tymczasowa do t’, zmieh te odlegtoéé na /.

Sledzenie odlegloéci tymczasowych i wybér wierzchotka do odwiedzin uzywa kolejki
priorytetowej. (Implementacja — Pycharm)
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Algorytm Dijkstry

Fakt: po wykonaniu algorytmu, odlegto$¢ tymczasowa wierzchotka jest réwna
odlegtosci faktycznej.

Dowdd: skrypt, indukcja wzgledem n, gdzie n = |B|, B — zbiér odwiedzonych
wierzchotkéw.

Implementacja algorytmu Dijkstry: uzywamy kolejki priorytetowej do $ledzenia
odlegtosci tymczasowych. Uzywamy decrease_key do ich uaktualniania i extract_min
do pobrania wezta o minimalnej takiej odlegtosci.

Relaksujac odlegtosé tymczasowa wierzchotka mozemy pamigtaé, ktéry odwiedzony

wierzchotek zaswiadczat o tej odlegtosci. Wtedy po wykonaniu algorytmu mozemy
odtworzy¢ najkrétsza Sciezke z u do wybranego wierzchotka.
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