Grafy

Zapowiedz: Word ladder (dublety) — (jednoosobowa) gra polegajaca
na przeprowadzeniu wybranego legalnego stowa na inne sekwencja ru-
chow polegajacych na zamianie jednej litery w stowie. Stowa uzyskane
w kolejnych krokach musza by¢ legalne.

Cel: zminimalizowaé liczbe potrzebnych ruchow.
Przyktady:
MATH — MATS — CATS

RIGHT — BIGHT — BIGOT — BIGOS — BIGGS — BIOGS — BROGS —
BRIGS — BRINS — BRING — WRING — WRONG

Nie kazde stowo da sie przeprowadzi¢ na inne (na przyktad moga byé
réznej dlugosci).

Definicja. Graf (skierowany) to para (V, E), gdzie:
e V to zbiér wierzchotkéw (lub: weztéw).

e F jest relacjag na V. Pare (u,v) € E nazywamy krawedzia z u
do v.

Graf nazywamy nieskierowanym, gdy E jest symetryczna, czyli
Vu,v€ V((u,v) € E < (v,u) € E).

Inna formalizacja grafu nieskierowanego: F to zbiér nieuporzadkowa-
nych par {u,v} c V, gdzie u # v.

Wyktad Wstep do matematyki: diagram relacji.

Konwencja u nas: V zawsze bedzie skonczony.

Przyklad 1. G = (V, E), skierowany.
V={neN, :n<12};(n,m)e E < nlmAan<m.
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Przykltad 2. G = (V, E), skierowany.

V ={Z/nZ :1 < n <10} u {Klein}.
(g1,92) € E <= g1 # go 1 istnieje epimorfizm f : g3 — go.
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Przyklad 3. G = (V, E), skierowany.
V =A{(,),op,arg, H, T}, typy tokenéw.
(t1,t2) € E < token typu ts moze wystapié¢ po t; w wyrazeniu infix.
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Przykltad 4. Graf (V, E) niektérych sasiednich stéw (nieskierowa-

ny).
(w1, ws) € E gdy stowo w; powstaje ze stlowa wy przez zamiang jednej
litery na inna.

DOTE

Dla grafu G = (V, E) przyjmujemy nazewnictwo:
e Jedli (u,v) € E, to v nazywamy sasiadem u.

e Sciezka (skierowana) z wierzchotka u do v to ciag krawedzi (uy, v1),
ooy (un, vy) takich, ze Vi(v; = u;+1), u = uy, v, = v.
Uwaga: w drzewach definiowaliSmy Sciezke inaczej!

e Sciezka nieskierowana z wierzcholka u do v to cigg krawedzi
(u1,v1),- - -, (Un, vp) takich, ze Vi({ui,vi} N {uiy1,vip1} # &),
w € {uy,v1},v € {un, vy}

e Odleglo$é miedzy w i v to dlugos$é najkrotszej Sciezki [lub Sciezki

nieskierowanej| z u do v, jesli taka istnieje. W przeciwnym wy-
padku jako odlegtos¢ ktadziemy co.

Kazdy wierzchotek v jest polaczony sam ze soba pustg Sciezka. Odle-
glosé z v do v wynosi 0.

Pojecie odlegloéci (wedlug $ciezek nieskierowanych) jest dobrze umo-
tywowane teoria przestrzeni metrycznych. Niech d: V x V' — R u {0}
bedzie funkcja zdefiniowana przez

d(z,y) = odleglo$é nieskierowana z x do y.

Fakt. Dla wszystkich x,y,z € V:
1. d(z,y) =0 < x =y,

2. d(z,y) = dly, »),
3. d(x,z) <d(z,y) + d(y, 2)-

Fakt méwi, ze d jest metryka (to, ze odlegloéci moga by¢ nieskonczone,
nie jest problemem — metryki mozna bez przeszkod definiowaé jako
funkcje w R u {o0}). Dzigki temu mozemy dla dowolnych graféw (nawet
nieskoniczonych) stosowaé terminologie z przestrzeni metrycznych (kule
otwarte i domkniete, $rednice etc.).

Reprezentacje grafow

Od teraz przyjmujemy, ze wierzcholki grafu numerowane sa (kolejnymi)
dodatnimi liczbami naturalnymi, V = {1,2,...,n}.
Elementarne sposoby reprezentacji grafu:

I. Listy sasiedztwa. Dla i = 1,2,...n definiujemy liste lst; wierz-
chotkéw, ktére sa sasiadami i. Zlozono$é pamieciowa: O(|E| + |V ).

I1. Macierz sgsiedztwa. Definiujemy macierz {a; ; }1<i j<n, gdzie a; ; =
1, gdy (i,7) € E i 0 w przeciwnym przypadku. Zlozono$é pamieciowa:
o(V[).

Przyktad 5.
I. Listy sasiedztwa:
1: [2, 3]
1 ——— 2 2: [1, 3]
3: [4]
4: [2]
II. Macierz sasiedztwa:
01 10
y— "¢ 1010
tasb=1o 0 0 1
01 00

Grafy wazone

Graf wazony to graf, w ktérym krawedzie maja przypisane wagi —
liczby rzeczywiste.

Formalnie, G = (V, E, f) gdzie (V, E) jest grafem, a f : E — R funkcja
nadajaca wagi.

(alternatywnie, G = (V, E) gdzie E to funkcja czeSciowa z V x V w R)
Wagi reprezentuja koszt, odleglosé etc.

Uwaga: wagi moga by¢ ujemne!

Przyklad 6. Graf (nieskierowany) odleglosci w kilometrach miedzy
niektérymi miastami w Polsce.
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Uwaga. Graf G = (V,E) moze by¢ nieskierowany, ale funkcja
f: E — R nie musi spetiaé f((z,y)) = f((y,x)).

Reprezentacje grafow wazonych.
Gdansk, Poznan, Warszawa, Wroctaw, Katowice odpowiednio 1, 2, 3,4, 5.

I. Stowniki sasiedztwa:

1: {2: 308, 3: 339}

2: {1: 308, 3: 310, 4: 183}

3: {1: 339, 2: 310, 4: 384, 5: 290}
4: {2: 183, 3: 384, 5: 195}

5: {3: 290, 4: 195}

II. Macierz sasiedztwa:

308 339
308 310 183
{ai;} = | 339 310 384 290
183 384 195
290 195

Uwaga. Brak wspoélczynnika nie jest tozsamy z waga 0, a z brakiem
krawedzi.

Implementacja... [Pycharm]

Trawersowanie grafu — algorytm BFS

Cel: odwiedzi¢ wierzcholki grafu w kolejnosci zgodnej z odlegloscia od
pewnego wierzchotka ,zrédtowego” tg.

Rozrézniamy wierzchotki: ,odwiedzone” (czarne), ,odkryte” (szare),
pozostale (biale).

Kroki BFS (rozpoczynamy trawersowanie z wierzcholka tg).
1. Stworz pusta kolejke g.
2. Oznacz tg jako odkryty i umie$¢ go na koncu q.
3. Dopdki q jest niepusta:

3a. Wez wierzchotek ¢ z poczatku kolejki.

3b. Oznacz nieodwiedzone, nieodkryte sasiady t jako odkryte i
umies¢ je na koncu q.

3c. Oznacz t jako odwiedzony.

Wierzcholki odwiedzone przez BFS poczynajac od tg to wszystkie wierz-
chotki, do ktérych prowadzi pewna (skierowana) $ciezka z wierzcholka
to (tzw. silna komponenta spdjnosci ty).

Fakt: Dla kazdego n € N istnieje krok algorytmu, w ktérym:
1. wszystkie wierzchotki w odleglosci < n od ty sa odwiedzone,
2. wszystkie wierzchotki w odlegtosci n od ¢y sa odkryte,

3. zaden wierzcholek w odleglosci > n nie jest odkryty ani odwie-
dzony.

Dowdd: indukcja wzgledem n.

Whniosek: Niech u,v beda wierzchotkami, ktérych odlegloéci od tg
wynoszg, n,m odpowiednio. Jesli n < m, to u zostanie odwiedzony
przed v.

Whiosek: Niech wierzcholek u bedzie w odlegtosci n od tg. Odwie-
dzajac u jego nieodwiedzone, nieodkryte sasiady sa w odlegltoéci n + 1
Od.to.

Whniosek (jeszcze raz): Niech wierzcholek u bedzie w odleglosci
n od ty. Odwiedzajac u jego nieodwiedzone, nieodkryte sasiady sa w
odleglosci n + 1 od ¢g.

Uwiktamy te obserwacje w algorytm BFS.

Nowe kroki BFS (rozpoczynamy trawersowanie z wierzchotka ¢y).

1. Stworz pusta kolejke g.

2. Oznacz tg jako odkryty i umie$é go na koncu q.
3. Nadaj ty odleglosé 0.

4. Dopoki g jest niepusta:

4a. Wez wierzchotek t z poczatku kolejki.
4b. Niech n = odleglos¢ nadana t.

4c. Oznacz nieodwiedzone, nieodkryte sasiady t jako odkryte i
umies¢ je na koncu g. Nadaj im odlegtos¢ n + 1. Zapamietaj,
ze sa sasiadami ¢.

4d. Oznacz t jako odwiedzony.
Implementacja... [Pycharm]

Rozwigzanie Word Ladder:

1. Zbuduj graf odpowiadajacy legalnym stowom, ktadac krawedzie
miedzy stowami rézniacymi si¢ jedna litera.

2. Zmajdz najkrotsza sciezke od stowa poczatkowego do stowa kon-
cowego.

Implementacja [Pycharm| — dwa sposoby konstrukeji grafu (naiwny i
lepszy).



