Ztozonos$¢ obliczeniowa

Teoria zfozonosci obliczeniowej zajmuje sie badaniem zasobéw (czasu i pamieci)

potrzebnych na wykonanie algorytmu w zaleznos$ci od rozmiaru danych, w sposéb
niezalezny od jego implementacji.

Pozwala na obiektywny opis wydajnosci algorytméw, oraz poréwnywanie wydajnosci
algorytméw, niezaleznie od jezyka i sprzetu, w ktérym s3 zaimplementowane.
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Motywujacy przyktad

Rozwazmy dwa algorytmy rozwigzywania (trywialnego) problemu znajdowania sumy
0+1+2+...+ n, wyrazone w Pythonie:

Algorytm A — wprost, przez zsumowanie:

def suml(n):
total = n
for i in range(n + 1):
total += i
return total

Algorytm B — przez formute:

def sum2(n):
return n x (n + 1) // 2
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Motywujacy przyktad

Wyznaczamy czas pracy obu funkcji przy pewnych zatozeniach:

@ Uwzgledniamy jedynie czasy wykonywania operacji arytmetycznych — s3 to
operacje opisane w algorytmie. W praktyce oba programy wykonuja tez inne
operacje (np. stworzenie obiektu range etc.).

@ Zaktadamy, ze czas operacji dodawania nie zalezy od sumowanych liczb, podobnie
dla mnozenia i dzielenia.

@ Rozrézniamy jednak (na razie) czasy réznych operacji arytmetycznych.

Niech t,, tm, tg > 0 to czasy (np. w nanosekundach lub cyklach procesora)
wykonywania dodawan, mnozen i dzielen odpowiednio. Wtedy czasy wykonania obu
funkgji to:

A) n-t,,
B) ta+ tm + t4.
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Motywujacy przyktad

Czasy t,, tm, ty zaleza od platformy (sprzetu, wersji interpretera, etc.). Dla matych n
nie mozna jednoznacznie powiedzieé, ktory z algorytmoéw jest szybszy. Zauwazamy
jednak, ze czas dziatania A jest proporcjonalny do n, a czas dziatania B jest staty.

Stad, niezaleznie od wartoéci statych t,, t, ty, dla dostatecznie duzych n, A bedzie
dziatat wolniej niz B (najmniejsze n dla ktérego B jest szybszy niz A moze by¢ bardzo

duze, np. jedli czas mnozenia i dzielenia jest znacznie wiekszy, niz czas dodawania).

Intuicyjnie zatem, algorytm B jest ,lepszy” niz A. Teoria ztozonosci obliczeniowe;j
precyzuje takie intuicje.
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Notacja wielkiego O

Od teraz funkcje, ktére rozwazamy sg elementami ]Rio. Dla f € REO definiujemy
nastepujacy zbiér:

O(f) = {g € RZg : In=0 Imen Ynzny £(n) < M- F(n)}.

Fragment ,3p0eny Vizn, ...~ to znane z analizy ,dla dostatecznie duzych n...".

Funkcja g jest wiec elementem O(f), jedli istnieje stata M > 0 taka, ze dla

dostatecznie duzych n zachodzi g(n) < M - f(n). Opisowo: g(n) da sie ograniczy¢ z
n

gory przez pewne przeskalowanie f(n) przez stata, by¢ moze poza matymi n.

Gdy g € O(f), mbéwimy ze g ros$nie (asymptotycznie) nie szybciej niz f.
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Notacja wielkiego O

Zapis: zamiast g € O(f) mozemy tez pisa¢ g(n) € O(f(n)), lub podstawia¢ wyrazenia
opisujace f(n), g(n), na przyktad:
e ne O(n),
e 7€ O(n),
100n € O(2n),
ne O(n?),
n? 4+ n+ 100 € O(n?),
e 100 € O(1).

Ponadto, wszystkie powyzsze nalezenia s3 prawdziwe.
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Notacja wielkiego O

Analogicznie, dla f € Rgo definiujemy zbiér:

Q(f) = {g € RZp : Im=0 Tme Yozn, m- f(n) < g(n)}.

Funkcja g jest elementem Q(f), jedli istnieje stata m > 0 taka, ze dla dostatecznie
duzych n zachodzi m- f(n) < g(n); a zatem g(n) da sie ograniczy¢ z dotu przez
pewne przeskalowanie f(n) przez stata, by¢é moze poza matymi n.

Gdy g € Q(f), méwimy ze g rosnie (asymptotycznie) nie wolniej niz f.
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Notacja wielkiego O

Wreszcie definiujemy:

O(f) = O(f) n Q(f).
Mamy: g € ©(f) gdy istnieja dwa przeskalowania f, ktére ograniczaja g z dotu i z géry

(poza matymi n).

Gdy g € ©(f), wtedy g roénie nie szybciej i nie wolniej niz f. Méwimy wtedy, ze g
ro$nie tak samo szybko, jak f.

Dla Q(-) i ©(-) stosujemy te same konwencje, co dla O(-), np.:
e n+1€0©(2n),
o n’eQ(n).
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Notacja wielkiego O

Pytanie: na ile uprawniona jest opisana terminologia, w ktérej funkcje rosng ,nie
wolniej”, ,nie szybciej”, etc.?

Niech f, g, he Rio. Wtedy:
@ f € O(f) (f rosnie nie szybciej i nie wolniej niz f).
Q g€ O(f) < feQ(g) (g rosnie nie szybciej niz f wtedy i tylko wtedy, gdy f
rosnie nie wolniej niz g ).
@ Jeslife O(g) i g€ O(h), tof e O(h) (jesli f rosnie nie szybciej niz g i g rosnie
nie szybciej niz h, to f rosnie nie szybciej, niz h). Analogicznie dla Q w miejscu O.J

Dowdd: skrypt/wykfad.
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Notacja wielkiego O

Zbiory postaci ©(f) sa klasami abstrakcji pewnej relacji réwnowaznosci, a na zbiorze
tych klas abstrakcji mozemy wprowadzi¢ porzadek czeSciowy. Konkretniej, definiujemy
relacje ~ na Rgoz

f~g < feBO(g).

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosci.

Dla wszystkich f € RYq mamy [f]. = ©(f).
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Notacja wielkiego O

Przyktady ~-klas i niektérych funkgji, ktére do niej naleza:
e O(1) — zawiera wszystkie funkcje state (niezerowe).
@ O(n) — zawiera wszystkie funkcje liniowe (poza statymi).
e O(n¥) — zawiera wszystkie (nieujemne) wielomiany stopnia dokfadnie k.
e O(log n) — zawiera wszystkie logarytmy.
Klasy zawieraja tez inne funkcje. Przyktadowo, 10 + sin(n) € ©(1).

Przynalezenie funkcji do danej klasy pozwala méwié¢ o sposobie, w jaki ta funkcja

rosnie: np. funkcje z @(n) ,rosna liniowo”, funkcje z @(n?) ,rosna kwadratowo”
(nawet jedli nie s3 wielomianami drugiego stopnia).
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Porzadek na klasach ©

Na klasach postaci ©(f) wprowadzamy relacje:

O(f) < O(g) < feO(g).

Relacja < jest dobrze okreslona i zadaje porzadek czesciowy na zbiorze klas.

Przyktadowo:

O(1) < O(n) < O(n?).

Kolokwialnie te nieréwnos$ci znaczg, ze funkcje state rosng wolniej niz funkcje liniowe, a
funkcje liniowe rosng wolniej niz kwadratowe.

(bardziej Scisle: funkcje rosnace tak samo szybko jak funkcje state rosna wolniej niz
liniowo, a funkcje ktdre rosna liniowo rosna wolniej niz kwadratowo).
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Czasy dziatania algorytméw

Jak bada¢ ztozonosé¢ czasowa algorytmu:
© Opisac czas dziatania algorytmu jako funkcje T(n), gdzie n to rozmiar danych.
@ Zbada¢ asymptotyczne zachowanie tej funkgji: opisac klase ©(T) (*).

© Poréwnad te klase z klasami innych algorytméw (rozwigzujacych ten sam
problem).

Problemy: co to jest ,rozmiar danych”? O jaki czas dziatania chodzi i jak go liczy¢?
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Czasy dziatania algorytméw

Danymi na ktérych dziata algorytm (jego ,wejéciem”) moga by¢ dowolne obiekty —
pojedyncza liczba, lista, plik etc. Rozmiar danych to cecha danych, wzgledem ktérej
wyznaczamy czas dziatania algorytmu.

Przyktad 1. Dang algorytmu A liczacego 0+ 1 + ... + n jest pojedyncza liczba n.
Mozemy po prostu przyjaé jej wartosé jako rozmiar danych. Wtedy czas dziatania
algorytmu (liczac wytacznie operacje arytmetyczne) T(n) wyraza sie jako

T(n) = t,- ne ©(n), zatem powiemy, ze czas dziatania algorytmu jest liniowy w
zaleznosci od n.

Przykfad 2. Dla algorytmu B i tak samo okre$lonego rozmiaru danych, jego czas
dziatania jest staty (T(n) = ty + tm + tq), czyli jest w ©(1).
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Czasy dziatania algorytméw

Przyktad 3. Wyszukiwanie maksimum na liscie parami poréwnywalnych obiektéw:

def maximum(Ist):
if len(lst) = 0: raise ValueError
m = Ist [0]
for element in Ist:
if element > m:
m = element
return m

Kluczowa operacja w algorytmie jest poréwnywanie obiektéw z listy. Poréwnan tych
bedzie tyle, ile elementéw na liscie. Zatem przyjmujemy ze rozmiarem danych jest
dtugosé listy (n = len(lst)), a wtedy czas dziatania algorytmu (zliczajac tylko
poréwnania) w zaleznosci od n jest klasy ©(n) (algorytm dziata liniowo wzgledem
dtugosci listy).
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Czasy dziatania algorytméw

Ktére operacje zliczamy? Szersza odpowiedz za tydzien. Na razie: zliczamy niektére
operacje elementarne (m.in. poréwnania, operacje arytmetyczne, przypisania).

Zaktadamy, tez, ze wszystkie takie operacje wykonuja sie w czasie 1. Takie zatozenie
generalnie nie wptywa na wyznaczenie ztozonosci algorytmu w notacji O.

Przyktad zamiast uzasadnienia: Zatézmy, ze dla danych rozmiaru n algorytm
wykonuje n? mnozen, 2n? 4+ n dodawan i n + 10 dzielen. Wtedy

T(n) = (tm + 2ta)n? + (ta + tg)n + 10ty

a taka funkcja jest klasy ©(n?) niezaleznie od wartosci statych. Zatem bez straty
ogoblnosci mozemy zatozy¢ t, = ty = t, = 1.
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Czasy dziatania algorytméw

Dalszy problem: rozmiar danych moze nie by¢ dostateczna informacja do (sensownego)
okreslenia czasu dziatania algorytmu.

Przyktfad 4. Algorytm przyjmuje liste Ist dtugosci n ztozona z liczb 0,1,2,...,n—1
(kazda wystepuje w Ist raz) i szuka indeksu pierwszej , transpozycji” (termin ad hoc),
mianowicie pary kolejnych liczb z listy, ktére nie sa uporzadkowane rosnaco:

def find_transposition(lIst):
n=len(lst)
for i in range(0, n — 1):
if Ist[i] > Ist[i 4+ 1]:
return i
return None
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Czasy dziatania algorytméw

Zatbézmy, ze zliczamy tylko poréwnania elementéw na liscie. Je$li rozmiarem danych n
jest dtugos¢ listy, nie mozemy jednoznacznie okresli¢ ile takich poréwnan sie wykona:

e Jedli lista jest np. postaci [1, 0, ...], wtedy wykona sie tylko jedno poréwnanie
(niezaleznie od dtugosci).

o Jesli lista jest posortowana, wtedy wykona sie maksymalna liczba poréwnan: n — 1.
o Dla ,przypadkowej" listy: trudno powiedzieé: miedzy 0 a n — 1.

Powyzsze listy reprezentuja trzy mozliwe przypadki danych tego samego rozmiaru:
najlepszy (gdy potrzeba najmniej operacji), najgorszy (gdy potrzeba ich najwiecej), oraz
»Sredni” . Mozemy uzy¢ tych przypadkéw do dookreslenia czasu dziatania algorytmu.
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Czasy dziatania algorytméw

Niech bedzie dany algorytm wraz z ustalonym pojeciem ,rozmiaru danych” (gdzie dla
jednego rozmiaru istnieje wiele danych tego rozmiaru). Dla konkretnej danej wejsciowe;j
J, niech T () oznacza czas dziatania algorytmu dla §. Niech A, oznacza zbidr
wszystkich danych wejéciowych rozmiaru n (zaktadamy o nim, ze jest skorniczony).
Definiujemy:
@ Optymistyczny czas dziatania algorytmu:
Thest(n) 1= (Srgin T(0).

n

@ Pesymistyczny czas dziatania algorytmu:

Tworst(n) 1= ?&]2): T(9).
@ Sredni czas dziatania algorytmu:

T, vg

JeA,,
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Czasy dziatania algorytméw

71 — WORST
—— AVERAGE
64 — BEST .
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Liczba operacji
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
Rozmiar danych
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