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Rozprawa mgr. Michata Krawca zajmuje sie detekcjg zmiany dryfu dla proceséw
Lévy’ego. Problem datuje swoje poczatki w latach szeéédziesigtych w pracach Al-
berta N. Shiryaev’a ucznia Andreya N. Kolmogorova, gdzie rozwazanym modelem
jest proces Wienera. Problem polega na znalezieniu optymalnego w pewnym sensie
czasu zatrzymania, ktéry przybliza nieobserwowalng zmienng losowa tzn. niemie-
rzalng wzgledem naturalnej filtracji procesu. Przechodzac do szczegdtéw rozprawa
doktorska sklada sie z czterech rozdzialéw. W rozdziale drugim po rozdziale wstep-
nym autor doktadnie przedstawia problem rozwigzany przez A.N. Shiryaev’a. W mo-
delu tym zaktada sie, ze badany proces to ruch Browna a po losowej zmianie dryfu 6
jest to niezalezny ruch Browna z liniowym dryfem. Tak zwany moment zmiany dryfu
0 jest zmienng losowa posiadajaca atom w zerze (brak zmiany dryfu) a pod warun-
kiem, Ze moment ten jest wickszy od zera zmienng losows o rozkltadzie wyktadniczym
1 jest to zmienna losowa niezalezna od obu proceséw Wienera co nie jest napisane na
poczatku w pracy a wynika dopiero z konstrukcji ogélnego modelu w rozdziale czwar-
tym. Problem optymalizacyjny polega na znalezieniu czasu zatrzymania (momentu
alarmu), ktéry jednoczeénie minimalizuje prawdopodobiefistwo falszywego (wcze-
$niejszego) alarmu (moment zatrzymania jest mniejszy od czasu zmiany dryfu) i
warto$¢ érednig opéznienia alarmu (ich kombinacje liniowa). Problem optymaliza-
cyjny mozna sprowadzié do optymalizacji pewnej funkcji od prawdopodobienstwa
warunkowego zmiennej zmiany dryfu wzgledem filtracji procesu i otrzymuje si¢ klu-
czowy proces T, ktory jest procesem Markowa jak dalej w pracy jest pokazane. Na-
stepnie zgodnie z wynikami Shiryaev’a problem optymalizacyjny jest rownowazny
rozwigzaniu tzw. problemu Stefana. A mianowicie nalezy znalezé generator infinite-
zymalny dla pblgrupy generowanej przez proces Markowa 7 1 nastepnie rozwigzanie



pewnego réwnania zwiazanego z generatorem i pewnymi warunkami brzegowymi
daje szukang optymalng wartosé funkeji i prog A* dla optymalnego czasu alarmu.
Dokladnie, optymalny czas zatrzymania jest pierwszym momentem kiedy proces m
przebija poziom A*. Tak wiec gtébwnym zadaniem jest wyznaczenie odpowiedniej re-
prezentacji dla procesu Markowa w. W tym celu konstruuje sie najpierw dwie miary
prawdopodobiefistwa na przestrzeni, na ktorej zdefiniowany jest proces. Miary te
sq réwnowazne poprzez transformacje Esschera’a (po obecieciu do historii do mo-
mentu ¢t - F3) i wzgledem jednej miary proces jest procesem przed zmiang dryfu
a wzgledem drugiej procesem stochastycznym po zmianie dryfu. Przy pochodnej
Radona-Nikodyma korzysta si¢ z reprezentacji Lévy'ego-Chinczyna, ktora nie jest
jednoznaczna jesli chodzi o wektor (stala z tréjki wyznaczajacej proces Lévy’ego) i
wygodnie dla czytelnika byloby, gdyby ta reprezentacja byla umieszczona w pracy
(uzywana jest reprezentacja z ksiazki Kyprianou [2]). Nastepnie konstruowana jest
trzecia rodzina miar indeksowanych przez s réwnowazna z dwiema poprzednimi,
wzgledem ktoérej zmiana dryfu naste¢puje doktadnie w chwili s. Pozwala to zapisaé
kluczowy proces 7 za pomocg otrzymanych pochodnych Radona-Nikodyma a nastep-
nie pokazaé, Ze proces 7 jest procesem Markowa a doktadnie dyfuzjs Itd spetniajac
odpowiednie stochastyczne réwnanie rézniczkowe. Tak wiec umozliwia to znalezie-
nie infinitezymalnego generatora dla poélgrupy generowanej przez proces 7 i co za
tym idzie rozwigzanie problemu Stefana czyli wyznaczenie optymalnej funkcji dla
alarmu i progu A* dla optymalnego czasu zatrzymania. Rezultat ten nalezy do Shi-
ryaev'a [4]. W nastepnym podrozdziale rozdzialu drugiego autor wprowadza tzw.
uogdlniong statystke Shiryaev’a-Roberts’a, ktéra aproksymuje pewien proces po-
mocninczy zwigzany z procesem 7 w przypadku dyskretyzacji procesu X i pozwala
estymowaé¢ moment optymalnego alarmu. Nastepny podrozdzial przedstawia zasto-
sowanie modelu Shiryaev’a do tablic zycia a mianowicie do detekcji zmiany trendu
sily umieralnosci. Jak zaznacza autor jest to nowatorskie wykorzystanie modelu de-
tekeji zmiany dryfu do tablic trwania zycia. Ten aplikacyjny przyklad jest klarownie
opisany wraz z kalibracjs parametréw modelu. Podobnie, rysunki i wnioski sg przej-
rzyste i spéjne. Dobér parametru dryfu r jest odpowiedzialny za czulo$é detekeji
natomiast estymacja prawdopodobiefistwa z (natychmiastowej zmiany dryfu) i pa-
rametru A (odpowiedzialnego za $redni czas zmiamy dryfu pod warunkiem, Ze jest
wiekszy od 0) wymagaltby chyba wiekszej ilodci danych (tablic trwania zycia).

W rozdziale trzecim autor uogdlnia model z poprzedniego rozdziatu tzn. do-
daje scentrowany ztozony proces Poissona i otrzymuje skokowa dyfuzje. Problem
znalezienia optymalnego czasu zatrzymania w tym modelu jest réwniez réwnowa-
zany rozwigzaniu problemu Stefana co jest pokazane dalej w Tw 3.1. Tak wiec
nalezy zidentyfikowaé generator infinitezymalny dla procesu m, ktéry podobnie jak
poprzednio jest prawdopodobiefistwem a posteriori czasu zmiany dryfu. Nastepnie
definiuje si¢ pewne pawdopobiefstwa na wyjsciowej przestrzeni jako réwnowazne
miary. Pozwala to znalez¢ stochastyczne réwnanie rézniczkowe dla procesu w. Stad
proces 7 jest procesem Markowa i co za tym idzie mozna wyznaczy¢ jego gene-
rator infinitezymalny. W Tw. 3.1. (nazywanym gléwnym twierdzeniem) pokazana
jest rownowaznosé problemu optymalizacyjnego z problemem Stefana i przydatby
sie tu komentarz dlaczego dowdéd Shiryaev’a dla modelu brownowskiego nie moze
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byé¢ wykorzystany dla skokowej dyfuzji (lub moze jest prawie taki sam). Tak wiec
tak jak poprzednio problem sprowadza si¢ do rozwigzania problemu Stefana i opty-
malny czas zatrzymania jest czasem przejscia bariery A* wyznaczonej w problemie
Stefana. W nastepnym podrozdziale rozwazane sg przyklady, w ktérych rozktadem
skokéw zlozonego procesu Poissona jest dwustronny rozktad wyktadniczy. Podobnie
jak poprzednio do znalezienia optymalnego czasu zatrzymania zostaje uzyta uogdl-
niona statystyka Shiryaev’a-Roberts’a (problem dyskretyzacji i estymacji procesu
7). Na uwage zaluguje Tw. 3.2, w ktérym znajduje si¢ warto$¢ optymalng funkcji z
problemu optymalizacyjnego i bariere dla wyznaczenia optymalnego czasu zatrzyma-
nia przy powyzszych zalozeniach. W dowodzie tego twierdzenia korzysta si¢ z teorii
osobliwych zwyczajnych réwnan rézniczkowych sprowadzajac w nietrywialny sposéb
réwnanie z problemu Stefana do pewnego osobliwego réwnania rézniczkowego. W
nastepnym podrozdziale prezentowany jest przyktad aplikacyjny tzn. zastosowanie
modelu do tablic zycia a dokladnie do detekcji zmiany trendu sity umieralnodci.
Autor jasno i zwiezle wyjadnia sposdb kalibracji parametréw modelu. Przedstawione
rysunki sg czytelne. Ponadto symuluje trajektorie procesu m i prawdopodobienstwo
falszywego alarmu i éredniego opdznienia alarmu.

W rozdziale czwartym nastepuje znaczne uogélnienie modelu tzn. zaklada sig, ze
procesy wyjsciowe (przed i po zmianie dryfu) maja wartosci w przestrzeni R?, mo-
ment zmiany dryfu po warunkiem, ze jest dodatni, jest zmienng losows o dowolnym
cigglym rozkladzie i ponadto wielkosé¢ dryfu jest zmienna losowa. Konstruuje sie tu
odpowiednia przestrzeni probabilistyczng z produktowym o-cialem, filtracja i miarg
probabilistyczng. Stad wladnie mozna wywnioskowaé, ze czas zmiany dryfu jest nie-
zalezny od pozostalych sktadowych procesu X. Natomiast rozktad wielkodci skokow
zalezy od wielkodci dryfu co nie zostato uwzglednione potem w zadnym z przyktadéw.
Podobnie jak poprzednio wprowadza sie dodatkowe réwnowazne miary prawdopo-
dobienstwa aby przedstawié¢ proces m w odpowiedniej reprezentacji. Ta cze$é¢ bazuje
na wynikach z prac Zhitlukhin i Shiryaev [5] i problem optymalizacyjny przyjmuje
postaé jak w poprzednich rozdziatach. Proces X przed lub po zmianie dryfu jest te-
raz d-wymiarowym procesem Lévy’ego z komponents Gaussowska i d-wymiarowym
ztozonym procesem Poissona. W Tw. 4.1 przy pewnych zalozaniach i postaci procesu
jak wyzej zostaje wyznaczony proces pochodnej Radona-Nikodyma dla odpowied-
nich miar probabilistycznych (proces przed zmiang dryfu i po zmianie dryfu przy
ustalonym dryfie). W dowodzie stosuje si¢ wyniki z pracy Palmowski i Rolski [3].
Nastepnie zostaje wyznaczony generator infinitezymalny dla procesu 7 i w gtéwnym
twierdzeniu tego rozdziatu Tw. 4.2 pokazuje sie, ze podobnie jak w poprzednich
prostszych modelach problem opymalizaycjny jest réwnowazny problemowi Stefana.
Dowdd tego twierdzenia przebiega tak samo jak dowdd w przypadu jednowymiaro-
wym bez losowej wielkosci dryfu (autor tak twierdzi, bo nie jest w catodci przedsta-
wiony). Pierwszy przyklad jaki jest rozpatrywany to dwuwymiarowy skorelowany
proces Wienera bez ztozonego procesu Poissona. Rozklad wielkoéci dryfu przyjmuje
rozktad dwupunktowy a czas zmiany dryfu podobnie jak poprzednio ma rozklad
wykladniczy po warunkiem, Ze jest wiekszy od zera. Dla tak okreslonego modelu
zostaje znaleziona optymalna wartos§é funkeji z problemu optymalizacyjnego w jaw-
nej postaci i podane zostaje réwnanie pozwalajace wyznaczyé bariere potrzebna do
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znalezienia optymalnego czasu zatrzymania. Rozwigzanie to jest prawie takie samo
jak w przypadku jednowymiarowym (model Shiryaev’a). W drugim przyktadzie do-
daje sie do dwumiarowego ruchu Browna zlozony proces Poissona z wykladniczymi
skokami (niezalezne wyktadnicze zmienne losowe na dwoch wspéirzednych) ale war-
tos¢ zmiany dryfu nie jest juz losowa i czas zmiany dryfu ma rozklad wyktadniczy
pod warunkiem, ze jest dodatni. Wtedy skoki procesu X po zmianie dryfu majg tez
rozktad wyktadniczy na komponentach co wynika z zatozenia w Tw. 4.1. W koricu
zostaje wyprowadzona jawna postaé¢ generatora infinitezymalnego dla procesu 7 dla
powyzszego modelu. Nastepnie zamiast uogdlnionej statystyki Shiryaev’a-Roberts’a
zostaje wyprowadzony pewien jej analog, podobnie jak poprzednio pozwalajacy es-
tymowaé czas alarmu. W nastepnym podrozdziale model dwuwymiarowy z proce-
sem Wienera po wspolrzednych i dwupunktowym losowym dryfem jest kalibrowany
do tablic zycia dla kobiet i mezczyzn w Polsce. Dla tablic zycia zaczynajacych sie
w roku 2000 zostaje wyznaczony moment zmiany dryfu po wezesniejszej kalibracji
parametréw modelu. Opisy kalibracji i rysunki sg bardzo jasne bez zbednych ko-
mentarzy. Moze tylko przydalby sie tu glebszy komentarz do stwierdzenia, ze model
nie jest wydajny jesli wzielibyémy dryfy przeciwnych znakéw po wspétrzednych bo
w zalozeniach modelu wydaje sig, ze jest to dozwolone.

Tak wiec konczgc podjeta tematyka rozprawy jest bardzo ciekawa ze wzgledu na
to, ze bazuje na procesach Lévy’ego, ktére teraz cieszg sie bardzo duzym zaintere-
sowaniem probabilistéw i praktykéw. Literatura rozprawy zawiera 40 pozycji i sa to
gtéwnie publikacje z najlepszych czasopism probabilistyki stosowanej i modelowania
stochastycznego. Ponadto cytowane artykuly sa gtéwnie nowymi pozycjami opubli-
kowanymi kilka do kilkunastu lat temu wraz z klasycznymi pracami Shiryaev’a co
potwierdza, Ze temat pracy jest aktualny i cieszacy sie zainteresowaniem wsréd pro-
babilistéw. Doktorant cytuje jeden artykul opublikowany w wysokopunktowanym
czasopi$mie Applied Mathematics and Computation [1], ktérego jest wspétautorem.
Natomiast jest wspotautorem dwéch publikacji i uczestnikiem i prelegentem o$miu
konferencji. Podanto doktorant prezentuje oryginalne wyniki, ktére sg interesujace
z matematycznego punktu widzenia jak réwniez majace zastosowanie w ubezpie-
czeniach i finansach. Autor wykazal sie duzg wiedza z teorii proceséw Lévy’ego i
Markowa. Dowody oparte sa na odpowiednim wykorzystaniu wzoru Itd, wyznacza-
niu generatoréw infinitezymalnych dla proceséw Markowa i rozwigzaniach osobli-
wych réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Doktorant korzysta w umiejetny sposéb
z teorii zamiany miary dla proceséw Markowa. Na pochwale zastugujg przyktady nu-
merczne, gdzie doktorant wykazat sie duzymi umiejetnoécimi aplikacyjnymi i wiedza
ze statystyki. Przyklady na pewno majg warto§é praktyczng. Tak wiec podsumo-
wujac, rozprawa spelnia wymagania stawiane dysertacjom doktorskim i wnosze o
dopuszczenie mgr. Michala Krawca do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Szczegbdlowe uwagi:
s gtr. 8, lin. 2 ~qp = 2

e str. 8, lin. 5 - zamiast 7 powinno byé 7,
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. 8, réw. (2.10), ostatnia réwnoéé - wydaje sie, Ze jest tu potrzebny argument
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.9, lin. 1 - wystarczy funkcje f okreslié na [0, 1];
. 11, ostatnia lin. - wzdr;

. 37, lin. 5-8 - nie jest to jasne;

. 41, lin. 10 - reciprocal zamiast inverse;

. 49, lin. 10 - zamiast (4.10) powinno by¢ réwnanie po réw. (4.3).
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