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1. Wprowadzenie. Rozprawa doktorska mgr. Macieja Kucharskiego ma postaé obszernej, li-
czacej 115 stron pracy pisemnej. Wyniki w niej przedstawione zostaty uzyskane we wspétpracy
z promotorem, dr. hab. inz. Blazejem Wréblem, i czg$ciowo z dr. hab. Jackiem Zienkiewiczem.
Rozprawa podsumowuje dotychczasowy dorobek naukowy autora: dwa artykuly opublikowane
(w czasopismach Mathematische Annalen oraz Colloquium Mathematicum), jeden przyjety do
druku (w Annales de I'Institut Fourier) i dwa artykuly w recenzji (jeden z nich ukoficzony juz
po ztozeniu rozprawy).

W swojej rozprawie mgr Maciej Kucharski bada transformaty Riesza, jedne z najwazniej-
szych operatoréw w analizie harmonicznej. Uzyskane w niej znakomite wyniki — oszacowania
norm ze stalymi niezaleznymi od wymiaru przestrzeni — wpisujg si¢ we wspotczesne trendy
w dziedzinie 1 z pewnoS$cia zostang dostrzezone przez Srodowisko. Zanim jednak przedstawie
swoja oceng omawianej rozprawy, w dalszej czesci recenzji streszcze jej gldwne tezy i przed-
stawig kilka uwag dotyczacych strony redakcyjne;.

2. Omowienie wynikéw rozprawy. Praca mgr. Macieja Kucharskiego sktada si¢ z dwéch
zupelnie niezaleznych od siebie czgs$ci. Obie dotycza operatoréw znanych pod nazwa transfor-
maty Riesza, ale istotnie od siebie réznych. Z tego powodu opis wynikéw tez bedzie podzielony
na dwie czesci.

2.1. Klasyczne transformaty Riesza. Jesli u(x, y) jest funkcja harmoniczng w gérnej pétptasz-
czyznie (x € R, y > 0), to — przy odpowiednich zalozeniach — pochodna czastkowa 9, u(-, y)
jest transformatq Hilberta pochodnej czastkowej d,u(-, y). Analogicznie gdy u(z, y) jest funk-
cja harmoniczna w ,,g6rnej pélprzestrzeni” (z € RY, y > 0), to — znéw przy odpowiednich
zatozeniach — pochodna czastkowa 0, u jest transformatq Riesza pochodnej czastkowej 0, u:

af-?ju('a y) o R:r" [ayu('u y)]
Operator R; dany jest jawnym wzorem: dla pewne;j statej ¢, zachodzi

Rf(@) = capy. | s flo =) dy

Jesli za§ F f oznacza transformate Fouriera funkcji £, to

—4E
FIR; f1(¢) = |£|J
Pochodne czastkowe funkcji v wyzszych rzedéw sa ze soba zwigzane przy pomocy transfor-
mat Riesza wyzszych rzedéw, ktére sa po prostu ztozeniami zwyktych transformat Riesza; na
przyktad 9, 0z;u = R;R;02u. Ogolniej: jesli P jest wielomianem jednorodnym stopnia k na
R, to P(V,)u = Rpdku, gdzie V, to wektor pochodnych czastkowych wzgledem a1, . . . , 74,
za§ Rp = P(R,, ..., R,) to odpowiadajaca P transformata Riesza rzedu k. Oczywiscie
(—i)*P(¢
FIRpf(§) = T()]:f(f)-

F (&)
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Jesli dodatkowo P jest wielomianem harmonicznym, to ponadto

Rpf(z) = carp.v. /Rd Eﬁfﬂ flz —y)dy.

Z powyzszej dyskusji wynika, ze operatory Riesza pozwalaja sprowadza¢ badanie regularnosci
funkcji u wzgledem obu zmiennych do zagadnienia regularno$ci wzgledem zmiennej y. Z
tego powodu odgrywaja one istotna rolg teorii réwnain rézniczkowych czastkowych. Maja tez
liczne zastosowania w innych obszarach matematyKki i sa przez to jednymi z najwazniejszych
operatoréw catek singularnych.

Oszacowania transformat Riesza na przestrzeniach L” badane sa od okotu stu lat. Giéwny
wynik pierwszej czesci rozprawy to nieréwno$¢ maksymalna zwigzana ze zbieznoscia catki
singularnej w definicji operatoréw R; i og6lniej Rp. Niech R} bedzie operatorem maksymal-
nym dla transformaty Riesza Rp:

bf@) =swp BRI, gdre Rpf@) =car [ LU f@-pdy
>0 R4\ B(0,r) |y|
Niecate 20 lat temu Mateu, Orobitg, Pérez i Verdera w serii trzech artykuléw (opublikowanych
w Mathematical Research Letters, International Mathematics Research Notices oraz Annals of
Mathematics; pozycje 35, 36 1 37 w spisie literatury) wykazali miedzy innymi, ze operator R}p
jest ograniczony na LP:

HR;f”p < Cd--‘c,p”RPf“p-
W swojej rozprawie doktorskiej mgr Maciej Kucharski dowodzi, ze stata Cy, , w powyzszym
oszacowaniu moze zosta¢ dobrana w sposéb niezalezny od wymiaru d. Wynik ten zawarty jest
w Theorem 2.0.1 (transformaty pierwszego rzedu na L?) i Theorem 3.0.1 (og6lne sformutowa-
nie).

Zastosowana przez mgr. Macieja Kucharskiego metoda dowodu wykorzystuje wiele technik
opracowanych we wspomnianych wyzej pracach Mateu, Orobitga, Péreza i Verdery, a takze we
wezedniejszych, klasycznych artykulach, m.in. Iwarica i Martina (pozycja 26). Sg to nadzwy-
czaj zaawansowane metody, niejednokrotnie wymagajace istotnych zmian. Idea dowodu jest
nastepujaca.

W pierwszym kroku (Corollary 2.1.3 oraz Proposition 3.1.1) wykazuje sig, ze ucigtq trans-
formate Riesza R mozna wyrazi€ przy pomocy pelnej transformaty Riesza:

1;3 = arl(f;RP-.

gdzie M jest operatorem splotu z odpowiednia funkcja radialng. Dowodzona nieréwnos$¢
maksymalna staje sie zatem oszacowaniem operatora maksymalnego M} f = sup,., | M f|.
Operator M} badany jest na trzy sposoby. W rozdziale 2 (dotyczacym transformat Riesza
pierwszego rzedu na przestrzeni L?) wykorzystywane sa funkcje kwadratowe Littlewooda—
Paley, nieréwnosci maksymalne dla pétgrupy Poissona, oszacowania calek z funkcji Bessela
Jay2 1 wiele pomocniczych nieréwnosci, wsréd ktérych na uwage zastuguje nier6wnosc (2.0.4)
(zaczerpnigta z artykutu Mirka, Steina i Zorin-Kranicha, pozycja 38). Z kolei w rozdziale 3
operatory M|, sa zapisane ponownie przy pomocy (ucigtych i petnych) transformat Riesza:

M;f=>_ RpR,f,
P

gdzie suma (a w rozdziale 3 — catka) rozciaga si¢ na odpowiednia rodzing jednorodnych wie-
lomianéw harmonicznych P (Proposition 3.1.5 oraz Proposition 3.3.1). Nastgpnie stosuje si¢
metodg obrotéw: rzeczywista w rozdziale 3.2 (przypadek przestrzeni nieparzystego wymiaru)
i zespolona w rozdziale 3.4 (przypadek przestrzeni wymiaru parzystego). Cho¢ metody te sa
dobrze znane, zawarte w rozprawie zastosowanie wymaga gruntownych zmian, zwlaszcza w
przypadku metody zespolonej: prowadzi ona do oszacowain operatoréw innych niz M} i do
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uzyskania tezy potrzebne sa skomplikowane i techniczne rachunki z rozdziatu 3.5. Warto pod-
kresli¢, ze oprécz licznych bardziej oczekiwanych narzedzi w dowodzie wykorzystywane sa
m.in. nieréwnosci Chinczyna.

Wyniki opisane w rozdziale 2 rozprawy mgr. Macieja Kucharskiego zostaty juz wykorzy-
stane w niedawnym artykule Liu, Melentijevicia i Zhu (opublikowanym w Mathematische An-
nalen; pozycja 33), ktérzy dowodza oszacowan maksymalnych ze stalg niezalezng od wymiaru
dla transformat Riesza pierwszego rzgdu na L? przy p > 2. Rezultat ten jest oczywisScie szcze-
g6lnym przypadkiem ogélniejszych twierdzen przedstawionych w rozdziale 3 omawianej roz-
prawy.

2.2. Operatory Schrodingera. Operatory Schrodingera to operatory postaci L = —A + V(z),
gdzie A to operator Laplace’a w R%, za§ V() jest funkcja nazywana potencjatem. Motywa-
cja do badania takich operatoréw pochodzi z fizyki: jesli V' jest potencjatem pola elektrosta-
tycznego, w ktérym porusza si¢ naladowana czastka, to operator L pojawia si¢ w réwnaniu
Schrodingera, opisujacym ewolucje funkcji falowej tej czastki.

GdyV =0,toL = -A =) ;0,05 (gdzie 9 = —0,, to operator sprzgzony do ;)
oraz R; = @,,L=/2. W waznym przypadku V' (z) = |z|? (opisujacym oscylator harmoniczny)
mozna analogicznie napisac

d
L=—-A+laf =) ((8z; +z;)" (B + ;) — 1)
=1
1 w takim razie naturalna jest definicja zmodyfikowanej transformaty Riesza
R; = (8, + ;)L™

Tak okreslone operatory R;, zwiazane z nimi operatory 0, L~'/% oraz z;L~'/%, a takze ana-
logiczne konstrukcje w ogdlniejszym kontekscie (np. operatoréw Dunkla) sa badane od kilku-
dziesigciu lat. W literaturze pojawily si¢ tez operatory wyzszych rzedéw (ktére jednak nie sg
ztozeniami operatoréw pierwszego rzgdu ze wzgledu na brak normalnosci).

W swojej rozprawie doktorskiej mgr Maciej Kucharski rozwaza operatory

§ = (V@)L

gdy potencjat V() jest dowolna nieujemna funkcja lokalnie catkowalng oraz a > 0. W przy-
padku V (z) = |z|* oraz a = ; sg one oczywiscie niemal tozsame (przynajmniej w kontkescie
oszacowaii na LP) ze wspomnianymi wyzej operatorami z;L~1/2, stanowigcymi czgé¢ zmo-
dyfikowanych transormat Riesza R;. Cho¢ dla ogdlniejszych funkcji V' nie widaé istotnego
zwigzku operatoréw Rf, z klasycznymi transformatami Riesza, w rozprawie stosowana jest ta

sama nazwa. Operatory R%f 24 R}, sa badane od okoto 50 lat (najczesciej jednak nie pod nazwa
transformaty Riesza) ze wzgledu na kluczowa role w analizie regularnosci rozwiazai réwnan
zawierajacych operatory Schrodingera.

Glowne tezy tej czeSci rozprawy to trzy twierdzenia, uogélniajace wiele znanych wczesniej
rezultatow. Pierwszy wynik (Theorem 4.0.1) orzeka, ze Ry, jest operatorem ograniczonym na
L? gdy p € (1,2] oraz a € [0, é] Drugie twierdzenie (Theorem 4.0.3) dotyczy ograniczenia na
LP dla dowolnego p i a, gdy potencjat V' nalezy do jednej z trzech klas: jest asymptotycznie
staly, asymptotycznie potggowy lub asymptotycznie wyktadniczy. Trzecie zas (Theorem 5.0.1;
zob. tez Theorem 5.0.2) dotyczy oszacowan ze stalymi niezaleznymi od wymiaru w przypadku,
gdy V jest suma odpowiednich potencjatéw zalezacych od pojedynczych wspéirzednych.

Techniki dowodowe stosowane w tej czesci rozprawy sa probabilistyczne i wymagaja sta-
rannych, skomplikowanych oszacowan, wykorzystujacych m.in. znane wtasnosci czaséw lo-
kalnych. Wyjatkiem jest pierwsze z omawianych twierdzen, ktdre jest stosunkowo prosta kon-
sekwencja znanych wcze$niej oszacowan na przestrzeni L!, standardowego oszacowania na
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przestrzeni L* oraz zgrabnego wniosku z twierdzenia interpolacyjnego Steina. W dowodzie

pozostatych rezultatéw wykorzystuje si¢ wzér Feynmana—Kaca, wigzacy pétgrupe et~ gene-
rowang przez — L z d-wymiarowym procesem Wienera X;:

et f(z) = EBa e BV £(x,)].

Operator Ry, jest za$ definiowany znanym wzorem, bedacym jednym ze wzoréw subordyna-
cyjnych Bochnera, przynajmniej w przypadku a € (0, 1):

o V(@) % a1 e,
Ry f(z) = T(a) /0 e " f(x)dt.
Powyzsze zwiazki pozwalaja sprowadzi¢ oszacowania normy L? funkcji R, f () do oszacowan
funkcjonatu Feynmana—Kaca exp(— f; V(Xs)ds).

Aby udowodnié, ze operator R{, jest ograniczony na L' i na L™, w rozdziale 4 rozprawy
mgr Maciej Kucharski poréwnuje funkcjonat Feynmana—Kaca z wyrazeniem zalezacym od su-
preméw oraz infiméw potencjatu V' na odpowiednich kulach. Jest to do§é naturalne podejscie
w teorii potencjatu, ale w kontekscie oszacowan operatoréw takich jak R? wydaje si¢ nowa-
torskie. Bardzo podobna technika zostata wykorzystana niedawno w artykule M. Baraniewicza
1 K. Kalety Integral kernels of Schrodinger semigroups with nonnegative locally bounded po-
tentials (arXiv:2302.13886) do uzyskania dwustronnych oszacowaii jader ciepta. Analogiczny
wynik zostal rownolegle uzyskany w artykule X. Chena i J. Wanga Two-sided heat kernel esti-
mates for Schrédinger operators with unbounded potentials (arXiv:2301.06744).

W wielu przypadkach (np. gdy V(z) = |z|® dla @ > 2) oszacowania jadra ciepta opera-
tora L sg dobrze znane. Krétkie wprowadzenie do literatury na ten temat mozna znalezé w
rozdziatach 1 oraz 6.1 opisanego wyzej artykutu M. Baraniewicza i K. Kalety. W tych przy-
padkach oszacowania jader ciepta w bardzo tatwy sposéb prowadza do gtéwnej tezy tej czeécei,
tj. ograniczonoSci operatora R{, na LP. W szczeg6lnoSci wspomniane wyzej najnowsze re-
zultaty prawdopodobnie pozwalajg bez wysitku uzyskaé¢ wiele z oszacowari udowodnionych
w rozdziale 4. Niestety w omawiane]j rozprawie doktorskiej brakuje dyskusji na ten temat.
Najnowszych wynikéw mgr Maciej Kucharski prawdopodobnie nie miat mozliwoci poznaé,
ale odniesienie do starszych rezultatéw dotyczacych oszacowar jader ciepta (np. w przypadku
potencjatu V'(z) = |z|*) bytoby wskazane.

Ostatni rozdzial rozprawy zawiera dowéd oszacowari norm operatoréw R, na przestrzeniach
LP? ze statymi niezaleznymi od wymiaru. Rozwazane s potencjaty postaci V (z) = 2 Vilzy),
gdzie V;(x;) jest poréwnywalne z |z;|® oraz o € (0,2]. W tym przypadku operator e~*~ ma
strukturg iloczynu tensorowego i zagadnienie sprowadza sie do starannej analizy przypadku
jednowymiarowego. Gtéwnym elementem dowodu jest nieréwnosé

e_tLj 1 (33) -.<..‘ Q—C“‘G(a:j)

dla matych czaséw t (Lemma 5.2.1), ktéra probabilistycznie mozna interpretowaé jako osza-
cowanie prawdopodobienstwa przezycia jednowymiarowego procesu Wienera Xf zabijanego
z intensywnoscig VJ(X;"' ). Jej dowad jest kolejnym niebanalnym i pracochtonnym zastosowa-
niem wzoru Feynmana-Kaca. Gléwnym Zrédiem trudnosci jest tu brak czynnika statego po
prawe;j stronie nieréwnosci, odgrywajacy kluczowa role w dalszej czesci dowodu.

3. Forma i redakcja pracy. Rozprawa doktorska mgr. Macieja Kucharskiego sporzadzona

zostata z zachowaniem wszystkich zwyczajéw dotyczacych prac naukowych z matematyki.
Struktura pracy jest czytelna i naturalna. Drobnym mankamentem jest oddzielenie Sciste;

prezentacji gtdwnych wynik6w (zawarta jest ona we wstepach do rozdziatéw 2-5) od dyskusji
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znanych rezultatow (w rodziale 1). Praca zyskataby dodatkowo na warto$ci, gdyby opis tta hi-
storycznego przeprowadzonych badan byt bardziej rozbudowany (brakuje np. opisu powodéw
zainteresowania operatorami Rp i R{,), ale obecna dyskusja jest bez watpienia wystarczajaca.

Omawiana rozprawa zawiera wyczerpujacy przeglad stanu wiedzy w dziedzinie. Spis cy-
towanej literatury liczy 54 wilasciwie dobrane pozycje. Jedynym zastrzezeniem moze by¢
wspomniany wyzej brak odniesien do prac dotyczacych oszacowan jader ciepta operatoréw
Schridingera, lecz nie jest to powazna usterka. Kazde twierdzenie sformutowane w rozprawie
jest czytelnie opisane jako nowe lub zaczerpnigte z prac innych autoréw.

Dowody prezentowane w rozprawie doktorskiej mgr. Macieja Kucharskiego sg bardzo skom-
plikowane technicznie i wykorzystuja zaawansowane techniki. Na uznanie zastuguje klarowny
1 precyzyjny sposéb ich prezentacji: nie znalaztem istotnych bledéw merytorycznych. Jedyny
mankament to moim zdaniem brak liniowosci, ktéry czasem utrudnia lekture: w kilku miej-
scach kroki rozumowania przedstawione sg w odwrotnej kolejnosci.

Jezyk pracy jest bardzo dobry, a jej redakcja wyjatkowo staranna. Na ponad stu stronach
skomplikowanego tekstu znalaztem tacznie kilkanascie btedéw literowych, prostych bledéw
edytorskich czy innych mato istotnych usterek.

4. Ocena. Zamieszczony wyzej opis jasno wskazuje, ze w swojej rozprawie doktorskiej mgr
Maciej Kucharski wykorzystuje rozmaite zaawansowane metody matematyczne oraz sprawnie
prowadzi wieloetapowe, skomplikowane dowody. Oprécz technik typowych dla analizy har-
monicznej istotng role w omawianej pracy odgrywaja metody probabilistyczne, pojawiajg si¢
tez elementy analizy zespolone;j i teorii dystrybucji. Bez watpienia zatem rozprawa doktorska
mgr. Macieja Kucharskiego prezentuje jego wszechstronng i doglebna wiedze teoretyczna w
dyscyplinie matematyka, charakterystyczng dla do§wiadczonych badaczy i znacznie przekra-
czajacg wymagania stawiane osobom ubiegajacym sig o stopien doktora.

Uzyskane w rozprawie doktorskiej rezultaty sa nowymi twierdzeniami, odpowiadajacymi na
pytania postawione i badane przez uznanych matematykéw. Nie ulega wigc watpliwosci, ze
rozprawa doktorska stanowi oryginalne rozwiazanie trudnego i aktualnego problemu nauko-
wego. O wadze probleméw roztrzasanych w rozprawie §wiadczy dodatkowo renoma czaso-
pism, w ktérych ukazaty si¢ lub wkrotce si¢ ukaza omawiane wyzej wyniki.

Wysoka jakos§¢ uzyskanych rezultatéw oraz sposobu ich prezentacji w rozprawie doktorskiej
nie pozostawia tez watpliwosci w kwestii umiejetnosci samodzielnego prowadzenia pracy na-
ukowej przez mgr. Macieja Kucharskiego.

5. Konkluzja. W Swietle powyzszych uwag nie mam watpliwosci, ze praca mgr. Macieja Ku-
charskiego spetnia wszystkie wymogi stawiane rozprawom doktorskim i wnioskuje o dopusz-
czenie jej autora do dalszych etapéw postgpowania w sprawie nadania stopnia doktora.

W mojej ocenie rezultaty uzyskane przez mgr. Macieja Kucharskiego znaczaco wspomniane
wymogi przewyzszaja i kwalifikuja jego rozprawe do prestizowych nagréd. W zwiazku z tym z
pelnym przekonaniem stawiam wniosek o wyréznienie rozprawy mgr. Macieja Kucharskiego.

Mt ese Ku*iv‘-(o

Mateusz Kwasnicki



