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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Adama Kaszubowskiego pt. "Ezit
problems for Lévy type models and thewr applications”

Rozprawa doktorska Pana Adama Kaszubowskiego dotyczy problemow wyjsécia dla
procesow typu Lévy'ego, ktore znajduja zastosowania m.in. w matematyce ubezpiecze-
niowej do wyznaczenia prawdopodobiefistwa ruiny lub wartosci wyptaconych dywidend.
Oba te zastosowania Autor rozwaza w swojej rozprawie.

Rozprawa doktorska sktada sie z trzech rozdzialéw. Rozdzial I stanowi wstep do
rozprawy, w ktorym Autor przedstawia definicje oraz gtéwne wtasnosci proceséw, ktoére
sa wykorzystywane w dalszej czesci. Rozdziaty II i III zawieraja gléwne wyniki rozprawy
doktorskiej. Rozdzialy te oparte sg na trzech artykutach, ktore zostaty opublikowane w
Journal of Optimization Theory and Applications (wyniki z Rozdzialu I1T) oraz Advances
in Applied Probability i Silesian Statistical Review (wyniku z Rozdziatu III), i sg efektem
wspolpracy Autora z dr hab. Irming Czarna, prof. Zbigniewem Palmowski i dr. Shu Li.

W Rozdziale IT Autor rozwiazuje problem optymalnych dywidend z kosztami w
modelu nadwyzki ubezpieczyciela, w ktérym proces $rodkow wlasnych ubezpieczyciela
modelowany jest zalamanym spektralnie ujemnym procesem Lévy'ego i moment ruiny
jest momentem paryskiej ruiny, czyli dopuszczamy pobyt srodkéw wlasnych ubezpieczy-
ciela ponizej zera przez pewien okres czasu. W rozdzialach 2.1-2.3 Autor przypomina
definicje momentu ruiny paryskiej, pojecie 1 wlasnosci zatamanego spektralnie ujemnego
procesu Lévy’ego oraz podstawowe formutly dla probleméw wyjscia, w szczegolnosci funk-
cje skalujgce V(@ ktére sg wykorzystywane w kolejnych podrozdziatach. W rozdziale 2.4
jest rozwigzany gléwny i nowy problem wyplaty dywidend z kosztami. Autor proponuje
strategie impulsowg z dwoma progami (ci1,c2), wyznacza funkcje wartosci dla tej stra-
tegii oraz wskazuje wtasnosci funkeji wartosci w Proposition 2.4.1-2.4.3 i Lemma 2.4.4.
Nastepnie, Autor dowodzi twierdzenie o weryfikacji dla optymalnej funkcji wartosci (Lem-
ma 2.4.6) i pokazuje, ze zaproponowana funkcja wartosci spetnia warunki dla optymalne;
funkeji wartosci (Lemma 2.4.8-2.4.9 i Theorem 2.4.10). W rozdziale 2.4.5 rozwazane sa
dwa szczegblne przyktady: liniowego ruchu Browna i ztozonego procesu Poissona z wy-
ktadniczymi skokami. Dla obu przypadkow, Autor wyznacza funkcje skalujace V@ i w@
oraz pokazuje, ze istniejg optymalne progi (c}, c5) spelniajace powyzsze twierdzenia.

Wyniki przedstawione w Rozdziale I1 sg rozszerzeniem wynikéw zawartych w pracy "An
optimal dividends problem with transaction costs for spectrally negative Lévy processes”
autorstwa R. Loeffen. Rozszerzenie polega na wprowadzeniu procesu z zatamaniem i pary-
skiego momentu ruiny. Techniki dowodéw sg podobne, i w kluczowych miejscach Autorzy




wykorzystali funkcje skalujace dla zalamanego spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego i
paryskiego momentu ruiny (z pracy [42]).

Rozdzial III dotyczy problemow wyjscia dla proceséw markowsko - addytywnych ze
spektralnie ujemnymi procesami Lévy’ego, ktore sg niezaleznie zabijane z intensywnoscig
zalezng od biezgcej wartosci procesu stochastycznego. Przedstawiono réwniez zastosowa-
nia probleméw wyjécia w problemach wyplaty dywidendy i prawdopodobieristwa ruiny.
W rozdziale 3.1 Autor omawia macierze skalujace W@ 1 klasyczne problemy wyjécia dla
proceséw markowsko-addytywnych ze spektralnie ujemnymi procesami Lévy’ego cytujac
wyniki z prac [27], [29] i [38]. W rozdziale 3.1.3 Autor samodzielnie pokazuje jak wy-
znaczy¢ macierz skalujacg W@ dla szczegolnego przypadku liniowego ruchu Browna. W
kolejnym kroku, w rozdziale 3.2 Autor cytuje wyniki z pracy [41], omawia funkcje ska-
lujace W i problemy wyjécia dla spektralnie ujemnych proceséw Lévy’ego, ktére sg
niezaleznie zabijane z intensywnodcia w zalezng od biezacej wartodci procesu Lévy’ego. W
rozdziale 3.2.3 Autor samodzielnie wyprowadza réwnanie rézniczkowe dla funkeji skalu-
jacej W) dla ztozonego procesu Poissona z wykladniczymi skokami i stosuje te funkcje
do wyznaczenia prawdopodobiefistwa ruiny w tzw. modelu Omega nadwyzki ubezpieczy-
ciela, gdzie ruina zdefiniowana jest jako moment kumulacji natozonych kar w dla procesu
srodkéw wlasnych w wyniku przebywania procesu w danym obszarze zagrozenia. Roz-
dzial 3.3 zawiera gléwne i nowe wyniki nt. macierzy skalujacych W) w szczegbdlnosei
Theorem 3.3.2, 3.3.5, Corollary 3.3.7 zawieraja, wyniki dla probleméw wyjscia dla pro-
ceséw markowsko-addytywnych ze spektralnie ujemnymi procesami Lévy’ego, ktére sg
niezaleznie zabijane z intensywno$cig zalezng od biezacej wartodci procesu stochastycz-
nego. Rozdzial 3.3 stanowi wiec ujednolicenie i uogélnienie wynikéw z rozdzialéw 3.1 i
3.2 oraz prac w nich cytowanych. Jednakze, Autor nie bral udziatu w przygotowywaniu
wynikéw zawartych w tym rozdziale. Wyniki z rozdzialu 3.3 sa stosowane przez Autora
w problemach matematyki ubezpieczeniowej w rozdziatach 3.4-3.5. W rozdziale 3.4 Autor
wyznacza funkcje wartodci oczekiwanej zdyskontowanych dywidend w modelu Omega,
przy zalozeniu, ze dywidendy wplacane sg zgodnie ze strategia barierowg i zalozonym
progiem ¢. Wynik wyrazony jest przy pomocy macierzy skalujacej W), gdzie w oznacza
funkcje kary w modelu Omega. W rozdzialach 3.5.1-3.5.3 Autor wyznacza macierze skalu-
jace W) dla modulowanego linowego ruchu Browna i szczegdlnych postaci intensywnogci
w. W szczegblnosci, Autor rozwiagzuje roéwnanie Sylvestera w Proposition 3.5.3 i zapisuje
uktad réwnaii rozniczkowych dla W) w rozdziale 3.5.3. W koticu, w rozdziale 3.5.4 Autor
przedstawia jak przy pomocy symulacji wyznaczyé prawdopodobiefistwo ruiny w modelu
Omega z modulowanym liniowym ruchem Browna.

Konkluzja:

Rozprawe przeczytalem z bardzo duzym zainteresowaniem. Wyniki przedstawione w
rozprawie sg imponujgce z matematycznego punktu widzenia. Jednakze, mam wrazenie,
w oparciu o zalgczone informacje o udzialach w artykulach, ze wklad Autora w te wyniki
nie byl dominujgcy. Jednoczednie, w mojej opinii, udzial Autora byl wazny i istotny w
przygotowaniu wspomnianych artykulow.

Podsumowujac, moim zdaniem, praca zawiera bardzo ciekawe i nowe elementy z teo-




rii proceséw stochastycznych, ktére mozna wykorzystaé w matematyce ubezpieczeniowe;.
Rozprawa doktorska zawiera oryginalne rozwiazania pewnych waznych probleméw nauko-
wych. W oparciu o fragmenty samodzielnie przygotowane przez Autora, oceniam, ze Autor
wykazal si¢ wiedza, teoretyczna, oraz umiejetnoscig prowadzenia pracy naukowej. Uwazam,
ze warunki okreslone w art. 13 ust. 1 Ustawy z dn. 14 marca 2003 o stopniach naukowych
i tytule naukowym zostaly spelnione. Wnosz¢ o dopuszczenie do publicznej obrony .

Szczegbdlowe uwagi:

Ponizej zalgczam moje uwagi, ktére nie wplywajg na pozytywng konkluzje, ktoérg
przedstawitem powyzej. Chcialbym podkresli¢, ze nie oczekuje, ze uwagi wskazane poni-
zej zostang wprowadzone do rozprawy, i nie wnioskuje o poprawienie rozprawy doktor-
skiej. Zgloszone przeze mnie kluczowe uwagi i pytania, te dotyczace dowodéw i wnioskow
matematycznych, chcialbym omdéwié w trakcie obrony.

Kluczowe uwagi i pytania:

Rozdzial 1I:

e W ktérym miejscu jest wykorzystywane zalozenie § < v + [y 2I1(dz)? Nieréwnosé,
w ktérej pojawia sie fol z1I(dz), sugeruje, ze rozwazamy procesy o skofczonym wa-
haniu. Rozumiem, ze dopuszczamy procesy o nieskoficzonym wahaniu i nieréwnosé
jest wtedy automatycznie spelniona?

e Czy para (¢}, ch) z Proposition 2.4.2 jest jedyna? Czy mozna udowodni¢ twierdzenie
o unikalnej parze, zakladajac log-wypukto§é miary Lévy’ego, ktore znajduje si¢ w
pracy Loeffena?

o Wydaje sie, ze w dowodzie Proposition 2.4.2 potrzebujemy zalozenia, ze E[X,| > 0,
czyli zalozenia net profit condition. Prosba o sprawdzenie i komentarz. I oczywiscie
potrzebujemy W@’ (z) — oo dla z — 00, co zachodzi, ale nie zostalo wskazane w
dowodgzie,

e Brakuje dowodu gtadkosci funkeji V(@ wynikajacych z whasnosci W@, Kiedy V@ ¢
CL, V@ e 2 V@ jest absolutnie ciggla z lokalnie ograniczong gestoscia, i na ja-
kich zbiorach? Analogicznie dla funkcji (kandydata optymalnej funkcji wartosci dla
problemu) z Propositon 2.4.3. W Remark 2.4.7 gtadkosé V(9 jest wyrazona poprzez
gladkosé W@, ale nie jest jasne, czy te warunki bezposérednio przechodza z W@
na V@ i Proposition 2.1.1 sugeruje, ze tak nie jest. Prosze doprecyzowaé gladkosé
V@ poniewaz funkcja ta wykorzystana jest do zdefiniowania kandydata na opty-
malng, funkcje wartosci, ktory musi spelniaé zalozenia Lemma 2.4.6. Twierdzenia,
w ktérych pojawia sie “Let V(9 be sufficiently smooth” nie sg precyzyjne,

e Czy w dowodzie Lemma 2.4.6 i dowodzie, ze warto§é oczekiwana lokalnego martyn-
galu w pierwszym wzorze na s. 37, nie potrzebujemy zalozenia o skoiiczonej wartosci
skokéw, czyli [ ., yIl(dy) < oo? Interesuje mnie w jaki sposéb pokazano, ze

E[ /0 " /y MUCAE h(US))H(dy)ds] < 00
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W Proposition 2.4.2 powiniémy chyba jednak zadaé, aby V@ ¢ C' na C*, aby
zdefiniowa¢ warunek (2.13) - wydaje sie, ze warunek ten bedzie spelniony, bo wl) €
C((0,00)) gdy W@ € C*((0, 00) z Proposition 2.1.1. Proba o komentarz,

Prositbym o dokladne okreslenie warunkow, ktére musi spetniaé funkcja h w dowo-
dzie Lemma 2.4.6 i komentarz, czy funkcja z Proposition 2.4.3 (oraz model nadwyzki
ubezpieczeniowe]) spelnia te warunki,

Czy dla optymalnej strategii nie powinni§my mieé¢ réwnosci w (2.22)? W dowodzie
Lemma 2.4.9 pokazano, ze (I' — ¢)v*(z) < 0 dla x < 0, przypuszczaltbym jednak, ze
powinno zachodzi¢ (T' — ¢)v*(z) = 0 dla < c}. Prosba o wyttumaczenie,

W dowodzie Lemma 2.4.9 napisano From Lemma 2.4.4 it is sufficient to prove
(2.16). Zwracam uwage, ze w Lemma 2.4.4 udowodniono nieréwno$¢ dla z > y > 0
podczas, gdy w Lemma 2.4.6 ta nieréwnos§é powinna by¢ spelniona dla z > y i
%,y € R. Prosze doprecyzowaé, dla jakich z i y potrzebujemy (2.17) i czy kandydat
spelnia te warunki,

W dowodzie Lemma 2.4.9, czy zawsze mozemy zamienié (I' — q)V@(z) = (T —
Q) [ ... = [&°(I" = g)...7 Czy nie nalezaloby uzasadni¢ twierdzenia Lebesgue’a w
tym miejscu? Wydaje sie, ze pokazujac, ze (I' — ¢)V@(z) < 0 dla z < 0 chyba
znowu korzystamy z zalozenia E[X,] > 0, ktére nie pojawia si¢ w pracy?

(2.27) nie zostalo zdefiniowane dla x = 01 z = cj. Jest dla mnie jasne, ze operatora
I' — ¢ nie mozemy zdefiniowaé dla v*(x) dla © = ¢} poniewaz funkcja v* nie jest
dwukrotnie rézniczkowalna w tym punkcie (zmienia swoja postac), ale dlaczego nie
mozemy w z = 07 Oznacza to, ze pochodne V@ nie istnieja, w 2 = 0, co moze rodzi¢
problemy z punktu widzenia twierdzenia o weryfikacji. Prosba o komentarz,

W Theorem 2.4.14 i 2.4.18, skad wiadomo, ze zawsze o}, < c3? Potrzebujemy tego
warunku, aby stwierdzié, Ze istnieje rozwigzanie optymalne. Skad wiadomo w tych
przyktadach, ze (cf, c5) jest dokladnie jedno? Czy mozna, zaktadajgc log-wypuklosé
miary Lévy’ego, pokazaé, ze dla ci z Proposition 2.4.2 zachodzi zawsze (2.31), tak
jak w pracy Leoffena?

W przyktadach numerycznych w rozdziale 2.4.5 dla ztozonego procesu Poissona po-
jawia sie kometarz, ze V@' nie jest ciaglta w z = 0. Czy nie potrzebujemy zalozenia
V@ ¢ CY((—pr,cs)), aby pokazaé, ze kandydat na optymalng funkcje wartoéci spet-
nia zalozenia twierdzenia o weryfikacji?

Rozdzial I11:

W Proposition 3.2.2 pokazano, ze funkcja skalujaca W) (g, —d) spetia réwna-
nie rézniczkowe, nie zostalo jednak skomentowane, zanim przylozono pochodne do
(3.17), ze funkcja jest dwukrotnie rézniczkowalna i mozemy szuka¢ klasycznego roz-
wigzania réwnania (3.20) zamiast rozwigzania rownania catkowego (3.16). Co wiemy,
w ogoblnosci i w przedstawionym przykladzie, o gtadkodci funkeji z — W) (z,y) dla
dowolnego y € R?




e Analogicznie jak powyzej, co wiemy o gtadkosci funkeji macierzy skalujacych W@ (z)
spetniajacych rownania (3.21)7 W ogolnoéci, jak nalezy rozwigzaé réwnania catkowe
(3.21) numerycznie? Przy jakich zatozeniach mozemy sprowadzié¢ réwnania catkowe
do réwnan rézniczkowych i przy jakich zalozeniach otrzymane réwnania rézniczkowe
posiadajg dokladnie jedno rozwiazanie klasyczne, w ogdlnosci i w szczegdlnoéci dla,
przyktadu w rozdziale 3.5.3. W przykladzie w rozdziale 3.5.3, i roéwniez 3.2.3, poja-
wia si¢ komentarz o zalozeniu ciaglosci w(z) = (yo + 1 (z + d))1{—d < z < 0}, co
oznacza, ze wymagamy 7o +v1d = 0, co jest duzym ograniczeniem przedstawionego
rozwigzania w oparciu o réwnania rézniczkowe - prosba o komentarz,

o Czy mozna rozszerzy¢ (wyprowadzi¢) analityczny wzér na prawdopodobieristwo ru-
iny z Proposition 3.2.3 na z € (—d, 0). Prosba o komentarz,

e Czy w rozdziale 3.5.4, gdzie numerycznie wyznaczamy prawdopodobiefistwo ruiny
w nieskoficzonym horyzoncie czasu, nie mozna bylo zastosowaé metody importan-
ce sampling, tak aby przy nowej mierze prawdopdobiefistwo ruiny wynosilo 1 - w
klasycznym modelu nadwyzki ubezpieczycicla stosujemy metode transformacji Es-
schera do zmiany dynamiki procesu,

e Czy mozna rozszerzyé wyniki dotyczace prawdopodobieistwa ruiny z Proposition
3.2.3 lub z pracy Li, Palmowskiego na procesy modulowane? Wydaje sie, ze podobne
techniki co w Proposition 3.2.3 (zaczerpnigte z pracy Li, Palmowski) mozna zasto-
sowa¢ do modulowanego liniowego ruchu Browna z macierzg, skalujacg, (3.4). Progba
o komentarz.

Pozostale uwagi:

Rozdzial I

e 7 uwagi na fakt, ze Rozdzial I pelni role wstepu do rozprawy, wydaje sie, ze nale-
zalo takze podaé warunki, kiedy W@’ jest absolutnie ciggla, lub kiedy W@ € C2?,
poniewaz wlasnoéci te sg wykorzystywane w dalszej czesci - nalezato rozbudowad i
podaé wnioski z Theorem 1.4.7,

e Brakuje takze opisu zachowania W@ i W@’ dla 2 — oo,

e Moim zdaniem w rozdziale 1.5 nalezalo opisaé problem optymalnej dywidendy z 1
pracy [43] z kosztami, a nie z [44], bo jest blizszy temu co zostalo przedstawione w 3
Rozdziale I1.

Rozdzial II:

e Funkcje wartoSci przy paryskiej ruinie nalezalo zdefiniowaé dla kazdego z € R, a
nie tylko dla z > 0 (rozdzial 2.4.1). Bardziej precyzyjnie, nalezalo okresli¢ zbiér X,
ktory zawiera co najmniej [0, 00), dla ktérego funkcja wartosci v(z) > 0 dla z € X,




Pewne zalozenia gubig sie w pracy, np. proces Lévy’ego startuje z X, = z, a nie
jak w definicji w Rozdziale 1 Xy = 0, spektralnie ujemny proces Lévy’ego ma miare
Lévy'ego na (0,00), & < v+ Jy zI(dz),

We wzorze (2.2) mozna bylo podaé definicje w(?(z, a) dla z < 0,
Nigdzie w pracy nie zdefiniowano E[A; B] jako E[A1(B)],
W Lemma 2.4.8, (2.25) zachodzi dla z > 0,

Na s. 41, dz nalezy zastapi¢ dr.

Rozdziat 11I:

W Proposition 3.1.1 nalezy zaltozy¢, ze U, = 0,

W dowodzie Proposition 3.1.1, na s. 57 w pierwszym wzorze: nalezy usuna¢ [E; [eXa],

We wzorze (3.14), i takze ponizej w rozprawie, pojawia sie w(s), co sugeruje, ze

funkeja w nie moze zaleze¢ od X, podezas gdy mozemy dopusci¢ w(X,). Powinno
o oo

tez by¢ e~ I zamiast el w (3.14),

W rozdziale 3.2.2, chyba lepiej napisaé, ze dla kazdego y € R istnieja rozwigzania
rownan (3.13) - czyli funkcje z — W (z,9) i z = 2 (z,y) dla zadanego v,

Na s. 81, w pierwszej linijce: powinno byé v.(z) = A“+)(z, c)v.(c) zamiast v.(z) =
A@ (2, c)ve(c), nas. 89 przed (3.55) powinno byé W@+ () zamiast W®)(.),

Rozdzial 3.5.3 koniczy komentarz o problemie optymalnej dywidendy. Spodziwatbym
sie, ze optymalna strategia barierowa bedzie zalezala od stanu tancucha Markowa,
czyli szukaliby$my (c});ep zamiast jednego optymalnego progu c*,

Rozdzial IIT zawiera rézne wyniki i przyklady, prezentacja wynikéw i przyktadow
mogta by¢ bardziej czytelna.




