Wroctaw, 6 XI 2017 r.

prof. dr hab. Krzysztof Bogdan
Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskiej
krzysztof.bogdan@pwr.edu.pl

Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Krystiana Bekaly
“Rachunek symboliczny oraz splotowe pélgrupy miar na grupie
Heisenberga”

Rozprawa doktorska mgr. Krystiana Bekaly, napisana pod kierunkiem
prof. dr. hab. Pawla Glowackiego liczy 83 strony, ktore sktadaja sie na 9
rozdzialow i hibliografic. Rozprawa rozwija rachunck symboliczny na grupic
Heisenberga

H" =R" x R" x R,

z vy = (o1, T2, 73) (Y1, Y2, Y3) = (1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3 + 712‘(11?1 Y2 — T2 Y1)
jako mnozeniem, i podaje jego zastosowania do badania potgrup splotowych
miar probabilistycznych na H"™.

Rozdzialy 1-3 rozprawy majg charakter wstepny: prezentuja zamyst
i gtowne wyniki rozprawy, a takze podstawowe informacje na temat grupy
Heisenberga i rachunku operatoréw pseudordzniczkowych. W szezegolnosci
omawiajg reprezentacje Schroedingera i tzw. kwantyzacje, a takze rachunek
symboliczny Weyla-Hoermandera i wiasnoéé Wienera dla pewnych klas sym-
boli z wagami m. Autor wyjasnia tu, ze motywacja przeprowadzonych badan
jest pytanie, na ile nieprzemiennos$é¢ dziatania grupowego na grupie Heisen-
berga wplywa na mechanizm transportu masy w ewolucji markowskiej, przy
tym samym funkcjonale generujacym co na grupie abelowej. Funkcjonal gene-
rujgcy jest tu tzw. uogdlnionym Laplasjanem—dystrybucja spelniajaca zasade
dodatniego maksimum-przy czym uogdlnione Laplasjany na H" sg takie same
jak uogélnione Laplasjany na R?"*!, W ten sposéb funkcjonaly generujace
splotowe pétgrupy miar na R?"*! mogg by¢ uzyte takze na grupie Heisenber-
ga i czesciowo opisane przy pomocy zwyklej transformacji Fouriera. Badania




pblgrup splotowych na grupach Liego zostaly zapoczatkowane pracg (nume-
racja zgodna z bibliografig rozprawy):

[50] G.A. Hunt, Semigroups of measures on Lie groups, Trans. Am. Math.
Soc. 81 (1956), 264-293

i obecnie obserwuje si¢ powrdt do tej tematyki.

Rozdzial 4 podaje regule Leibnitza dla operatoréw splotowych na grupach
nilpotentnych stopnia 2 i oparty jest na opublikowanej pracy Autora
[10] K. Bekata, Leibniz’s rule on two-step nilpotent Lie groups, Coll. Math.
145 (2016), 137-148.

Ponadto w Rozdziale 4 podana jest czeSciowa charakteryzacja ograniczonych
operatordéw splotowych—-poprzez transformate grupowa.

W Rozdziale 5 Autor wprowadza nowy rachunek symboliczny dla opera-
toréw splotowych na H”. Jest to rozwinigeie rachunku symbolicznego opera-
toréw pseudordzniczkowych dla potrzeb kontrolowania “sktadnikéw wyzsze-
go rzedu” generowanych przez dzialanie grupowe np. w rozwinieciach Tay-
lora w rozdziale 4.2. W tym celu Autor wprowadza funkcje wagowe, np.
g(w,A) = (1 + |w|? + X2)Y2, gdzie w € R*™, X € R, oraz tzw. wagi, np.
“m(w,A\) = 1+ log(l + |w|? + \?). Nastepnie definiuje klasy symboli a dla
(abelowych) transformat Fouriera dystrybucji temperowanych, przez wyma-
ganie ograniczonosci wyrazen typu

a%a(w, N)g(w, \)'® /m(w, A)

dla wielowskaznikéw a o ustalonej dlugosci. Przy uzyciu tych narzedzi w
Rozdziale 5 Autor czgsciowo charakteryzuje ograniczone operatory splotowe
na grupie Heisenberga oraz szacuje normy ich ztozen (Twierdzenie 5.2.1).

W Rozdziale 6 Kandydat bada odwracalnoéé operatoréw splotowych o
symbolach w badanych klasach i dowodzi wlasnodci Wienera-twierdzenia ty-
pu Bealsa (Twierdzenie 6.2.1 i Twierdzenie 6.3.4). Rozdzialy 4-6 oceniam
jako najwazniejsza czesé rozprawy.

W Rozdziatach 7-9 Autor wykorzystuje rozwiniety rachunek symboliczny
dla poréwnania pétgrup splotowych generowanych przez te same izotopowe
miary Lévy’ego na grupie Heisenberga H” i na odpowiadajacej grupie abelo-
wej R?*1 (Twierdzenie 8.2.2, 8.2.4). Przyklady ilustrujace wyniki to miary
Lévy’ego procesow: Gamma-wariance i a-relatywistycznego, gdzie o € (0, 1].

Wryniki Rozdzialéw 5-9 oparte sg glownie na wynikach preprintu:

[11] K. Bekata, Semigroups of measures and symbolic calculus on the Heisen-
berg group, http://arxiv.org/pdf/1501.07746.pdf.



Rozprawa doktorska mgr. Krystiana Bekaly twoérczo rozwija badania z
zakresu analizy harmonicznej na grupach nilpotentnych prowadzone we Wro-
ctawiu m.in. przez P. Glowackiego i A. Hulanickiego. Wyniki rozprawy nie
budzg zastrzezen merytorycznych. Stanowig one rozwigzanie waznych pro-
bleméw z analizy harmonicznej na grupie Heisenberga i daja ich dojrzate
opracowanie, wlgcznie z nietrywialnymi zastosowaniami do poréwnania splo-
towych pétgrup miar probabilistycznych na R*"*+! i H".

Merytoryczna zawartosé rozprawy oceniam zatem bardzo wysoko. Podob-
nie nalezy oceni¢ znajomos¢ literatury przedmiotu. Prezentacja wynikow jest
znakomita, z wyrazna troska o czytelnika. Zauwazytem tylko kilka drobnych
usterek: niezgodne stale we wzorze na polgrupe Gaussa na str. 8, zbyt ogra-
niczajgce zalozenia na funkcje typu bump na str. 16, warunek (Hartmana-
Wintnera) wystarczajacy, a nie konieczny na str. 74 podobnie w uwagach
przed Wnioskiem 9.1.2.

Wyniki rozprawy zostaly juz ezesciowo opublikowane. Obiecujaco wygla-
daja tez perspektywy dalszych zastosowan i badan. Interesujace sa pytania
na ile nieprzemienno$¢ grupy utatwia rozchodzenie sig¢ pétgrupy na H", jezeli
miara Lévy’ego jest zdegenerowana. Chodzi tu o wyjscie poza izotropowosc,
jak w przypadku podlaplasjanu. Pewne badania tego typu przeprowadzono
juz w pracy
(3] D. Appelbaum, S. Cohen, Lévy processes, pseudo-differential operators
and Dirichlet form in the Heisenberg group, Ann. de la Faculté des Sci. de
Toulouse 13 (2004), 149-177.

Zagadkowo wyglada tez ograniczenie zakresu wykladnika «/2 € (0,1/2]
dla procesu relatywistycznego—chciatoby sie mieé¢ peten zakres a/2 € (0,1).
Obecny rozwdj teorii splotowych pétgrup miar na R? moze stanowi¢ dodatko-
wa motywacje do dalszych badan. Dla przyktadu zauwazmy. ze Autor ograni-
cza si¢ w rozdziale 9 do nogdlnionych Laplasjanéw dla tzw. subordynowanych
procesow Wienera, tymczasem w §wietle obecnych badain T. Grzywnego, P.
Sztonyka i ich wspétautoréw, wdziecznym obiektem do dalszych badan wy-
daje si¢ klasa miar Lévy’ego z ustalonym odpowiednim profilem radialnym.

Przedlozona rozprawa doktorska ze znacznym naddatkiem spelnia usta-
wowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim z zakresu
matematyki. Wnosze o dopuszezenie Doktoranta do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego. Wnosze takze o wyrdznienie tej znakomitej rozprawy.

Z wd,razmw seocunku,
Hnyutef Sgelon



